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1.  Dans  la  première  Partie  de  cet  Ouvrage,  nous 
avons  fait  connaître  la  méthode  que  l'on  devait  suivre 
pour  la  formation  d'une  science  de  raisonnement,  c'est- 
à-dire  d'une  science  dans  laquelle  tous  les  rapports 
entre  les  choses  qu'on  y  considère  sont  des  consé- 
quences nécessaires  de  vérités  et  de  données  premières, 
admises  avec  le  sentiment  de  l'évidence.  Les  pre- 
miers exemples,  que  nous  avons  donnés  de  cette  mé- 
thode, se  rapportaient  à  la  science  des  nombres  et  à 
la  science  de  l'étendue;  nous  allons  maintenant  l'appli- 
quer à  la  science  des  forces. 

Les  données  fondamentales  des  deux  premières, 
quoique  fournies  jusqu'à  un  certain  point  par  l'obser- 
vation des  objets  naturels,  sont  indépendantes  de  l'es- 
pèce de  la  matière  qui  les  compose,  et  qui  peut  varier 
de  l'un  à  l'autre  :  elles  ne  se  rapportent  qu'à  la  dis- 
tinction et  à  l'étendue  de  ces  objets.  On  y  fait  abstrac- 
tion de  la  matière  môme,  et  l'on  vit  dans  le  monde 
idéal  de  la  grandeur,  de  la  figure  et  du  nombre,  dont 
le  sentiment  pourrait  rester  en  nous  lors  même  que 
le  monde  matériel,  qui  nous  l'a  donné,  se  trouverait 
anéanti. 

2.   Mais  les  données  premières  d'où  résultent  les 
lois  de  ce  monde  idéal  seraient  insuffisantes  pour  dé- 
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terminer  celles  du  monde  matériel  au  milieu  duquel 
nous  vivons.  Les  sciences  qui  en  dépendent  seront 
fondées  sur  des  principes  qui  ne  pourront  être  obtenus 
que  par  l'observation  de  la  nature,  puisque  ce  monde 
n'a  rien  de  nécessaire,  et  aurait  pu  être  créé  tout  autre 
(ju'il  n'est  réellement. 

Dans  cette  étude  du  monde  réel,  il  convient  de  s'oc- 
cuper d'abord  des  propriétés  les  plus  simples  et  les 
plus  générales  de  la  matière.  Il  en  est  une  qui  est 
commune  à  tous  les  corps,  quelle  que  soit  la  nature 
particulière  de  la  matière  qui  les  compose  :  c'est  la 
mobilité;  elle  joue  un  rôle  dans  la  plupart  des  phéno- 
mènes, et  par  conséquent  les  lois  générales  auxquelles 
elle  donne  lieu  demandent  à  être  étudiées  avant  celles 
des  phénomènes  qui  dépendent  des  diverses  espèces  de 
matières.  L'étude  de  ces  lois  est  l'objet  de  cette  Partie 
de  notre  Ouvrage,  et  leur  ensemble  constitue  ce  que 
nous  avons  appelé  la  science  des  forces. 

Ici  se  trouvent  des  considérations  que  ne  présentent 
pas  les  sciences  des  nombres  et  de  l'étendue  :  celles 
de  temps^  de  mouvement  y  et  de  cause. 

La  notion  des  causes  productrices  de  mouvement 
résulte  do  notre  propre  expérience  et  des  ellbrts  que 
nous  faisons  pour  déplacer  les  corps:  elle  n'est  sujette 
à  aucune  difficulté;  mais  les  deux  autres  ont  donné 
lieu  à  bien  des  discussions  entre  les  philosophes  ou 
les  sophistes. 

.3.  La  succession  de  nos  sensations,  et  des  événe- 
ments qui  les  ont  produites,  est  incontestable  pour 
tous  les  hommes.  Mais,  entre  ce  sentiment  et  la  pensée 
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(|iril  V  a  un  vive  diuis  lequel  se  lasse  celte  succession, 
il  va  un  abinie.  Le  ^em/?j  n'a  pas  plus  d'existence  réelle 
(jue  l'espace;  il  est  peut-être  encore  moins  saisissable. 
(les  deux  prétendus  êtres  sont  des  créations  fanlas- 
ti(jues  de  rimaii;inalion  de  riiomme,  qui  veut  toujours 
aller  au  (hdà  de  ce  ([u'il  peut  saisir  et  comprendre. 
Mais  conHue  la  succession  des  événements  joue  un 
iirand  rôle  dans  la  nature  et  dans  la  vie  des  hommes, 
il  est  de  la  plus  grande  importance  d'y  introduire  de 
l'ordi'e  (»t  de  la  précision  ;  et  c'est  ce  (|u'on  a  fait  d'a- 
hord  en  rapportant  les  divers  événements  à  des  événe- 
ments successifs  bien  saillants,  comme  par  exemple  les 
retours  du  soleil  au-dessus  de  l'horizon.  Ce  classement 
des  événements  au  moyen  des  jours  étant  bienlot  de- 
venu insuflisant,  il  a  fallu  les  l'apporter  à  des  inter- 
médiaires, et  l'on  a  appelé  cela  diviser  le  temps  en  in- 
tervalles :  langage  figuré  qui  a  fini  par  faire  croire  que 
le  temps  est  une  grandeur,  divisible  comme  les  quan- 
tités géométriques,  et  sur  laquelle  se  placent  toutes 
les  époques,  comme  les  points  de  division  sur  une 
ligne. 

Tout  en  prolestant  d'avance  contre  l'admission  d'un 
être  appelé  temps,  nous  emploierons  le  langage  ordi- 
naire; nous  classerons  les  événements  successifs  par 
ce  que  nous  nommerons  des  intervalles,  que  nous  expri- 
merons par  des  nombres,  après  en  avoir  défini  avec 
précision  régalité;  ce  (pii  ne  sera  possible  qu'après 
rintroduction  d'une  autre  notion  générale,  celle  du 
mouvement. 


\.   Lorsipie  la  dislanct;  de  deux  points  varie  d'une 
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manière  rontiiuio,  on  dit  qu'ils  sont  en  monveincnt 
l'nn  par  rapport  à  l'autre;  et  lors(|ue  les  distances 
(l'un  point  aux  dillerents  points  d'un  système  rigide 
varient,  on  dit  que  ce  point  est  en  mouvement  relaùve- 
jncnt  à  ce  système.  Il  est  en  repos  relatif  lorsque  ces 
distances  restent  constantes. 

Le  mouvement  et  le  re[)os  ainsi  conçus  sont  essen- 
tiellement relatifs  :  mais  peut-on  attacher  un  sens  au 
repos  on  au  mouvement  «^^o///? 

Ceux  qui  en  jiarlent  supposent  un  espace  sans 
bornes,  dont  tous  les  points  ont  une  réalité,  en  quel- 
que sorle  personnelle,  et  aux(|uels  ils  attribuent,  sans 
s'apercevoir  du  cercle  vicieux,  une  immobilité  abso- 
lue. Ils  disent,  alors,  qu'un  point  est  en  r^/;o5  rt/>W//. 
quand  ses  distances  aux  divers  points  de  cet  espace 
ne  chauiïent  pas;  et  en  mouvement  absolu,  quand  elles 
varient.  ^lais  que  serait-ce  que  l'immobilité  absolue 
des  points  de  l'espace,  même  en  leur  accordant  cette 
sorte  de  personnalité,  dont  nous  avons  précédemment 
établi  le  néant?  Il  serait  tout  aussi  inqmssible  de  la 
définir  pour  ces  points  imaginaires  (juc  pour  des  points 
réels;  et  l'immobilité  absolue  ne  peut  sedétiuii-,  (ju'cn 
la  supposant  déjà  (juelque  jiart.  i-'est-à-din^  ([u"cn  tai- 
sant un  cercle  vicieux. 

On  dira  peut-être  que  c'est  là  une  conception  qui 
ne  peut  être  ramenée  à  aucune  antre,  et  (|ui  est  évi- 
dente j)ar  elle-même.  Nous  re|)ondrons  (jue  les  choses 
premières  (pie  l'on  admet  ainsi  doivent  être  claire- 
ment apparentes,  évidentes  par  elles-mêmes.  Or  il  en 
est  fout  anli'cniciit  ici.  pnixjni"  lc'^  hommes  n'aper- 
(;oiveiil  que  des  repos  ou  des  mouvements  rel;it:ls.  et 
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\]o  |)(uiri';ii('ii(  nnivcr  (jik'  par  cxlLMisimi  ;i  rêver  un  rc- 
j)os  ou  un  iiiouviMucnt  absolu;  cl  si  l'on  voulait  l'xpli- 
(juer  seuleini'iit  ce  (ju'on  onlend  par  là,  on  tonibi'i'ait 
inévilablouR'iil  dans  le  corde  vicieux  que  nous  venons 
(le  sii;naier.  Abandonnons  donc  celle  i'ansse  notion, 
dont  l'inutilité  est  d'ailleurs  évidente;  cartons  les  prin- 
cipes (jue  l'on  établirait  en  l'admettant  ne  pourraient 
jamais  être  fondés  que  sur  des  observations  et  des  ex- 
j)ériences  relatives.  Et  à  quoi  bon  partir  du  relatif 
pour  établir  par  induction  un  absolu  imaiçinaire,  d'où 
l'on  tirerait  des  principes  applicables  au  relalif,  qui  est 
seul  réel!  Ne  vaut-il  pas  nneux,  après  avoir  établi  les 
jirincipes  sur  le  relalil",  les  ap|)rK|uer  direclemcnt  au 
réel,  sans  remonter  ii  un  absolu  fantastique,  pour 
l'abandonner  imniédialeinenl ? 


."),  Le  syslème  des  étoiles  est  le  |)lus  considérable  et 
le  moins  variable  qu'il  soit  donné  à  l'iiomme  de  con- 
naili'e;  c'est  à  ce  système,  (|ue  l'on  peut  sans  inconvé- 
nient considérer  comme  immuable,  (ju'il  est  conve- 
nable (b;  ra|)p(Mter  les  grands  mouvemenls,  comme 
ceux  de  la  Terre  et  des  autres  [)lanètes.  Mais  pour  tout 
ce  qui  a  pour  objet  le  travail  des  bommes,  ou  l'exé- 
cution d'expériences  ayanl  un  biil  (juelconque,  parti- 
culier ou  i»énéral,  c'est  au  système  des  objets  liés  in- 
variablement au  globe  terrestre  qu'on  rapporte  les 
mouvements,  sauf  à  tenir  compte  ensuite,  s'il  le  faut, 
(In  mouvement  de  la  Terre  elle-même  par  lapport  aux 
étoiles. 

Cela  posé,  nous  dirons  que  <(  deux  inlervalles  de 
lemps  sont  égaux,  lorsque  deux  corps  identi(jues  au 
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coniiiiencL'iiU'iit  (le  cliJH'iiii  de  cfs  inlnvailcs,  rtsoninis 
mix  mêmes  actions  et  iiilluoncos  dv  toute  espi'ce,  au- 
ront parcouru  h  la  fin  de  ces  intervalles  des  espaces 
identiques,  relativement  au  système  immuable.  » 

Ainsi,  si  l'on  admetlait  que  la  Terre  se  trouve  con- 
stamment dans  des  conditions  identiques,  ses  retours 
dans  la  même  position  par  rapport  aux  étoiles  se  fe- 
raient à  des  intervalles  de  temps  égaux.  Un  pendule 
écai'léd'un  ani,de  donné  de  la  verticale,  et  ahandonné  à 
des  époques  ditlerentes  à  des  actions  identiques,  re- 
viendrait à  la  verticale  dans  des  temps  éijaux,  etc. 

L'égalité  de  deux  intervalles  quelconques  étant 
définie  généralement,  on  en  choisira  un  pour  terme 
de  comparaison;  et  les  temps  pourront  s'exprimer  en 
nombre,  comme  si  c'étaient  de  véritables  quantités. 

G.  Dans  cet  Ouvrage,  comme  dans  notre  Traite  de 
Mécanique,  nous  avons  établi  deux  grandes  divisions 
dans  la  science  des  forces  :  la  première  traite  des  lois 
de  leur  équilibre;  la  seconde,  des  lois  des  mouve- 
ments qu'elles  produisent 

Les  données  nécessaires  pour  la  premii're  sont 
moins  multipliées  que  pour  la  seconde,  et  nous  les 
avons  établies  avec  beaucoup  de  détail,  en  cherchant 
avec  soin  à  nous  détendre  de  cette  tendance  Iroj)  na- 
turelle à  admettre  comme  devant  être  d'une  certaine 
manière  les  choses  qui  ne  nous  offrent  pas  de  raisons 
d'être  autrement;  ou  encore  à  étendre  des  conceptions 
purement  géométriques  à  des  questions  qui  renferment 
quelque  éb'ment  du  système  du  inonde. 

Les   données  nécessaires  pour   l'efude  des  lois  du 
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moiiveiiuMit  exiiîi.'iit  un  plus  graud  n()iul)re  d'expé- 
ricnces.  Nous  avons  trailc  ce  ])oiut  iiiii»ortan(  avec  tout 
le  soin  qu'il  (Icinamlait,  et  nous  n'avons  pas  dissimulé 
que  ces  lois  premières,  étant  déduites  d'expériences 
toujours  i[u|)ai"raitcs,  et  en  nombre  limité,  avaient 
besoin  d'être  contirmées  par  l'accord  de  leurs  consé- 
quences directes  avec  les  faits  observés. 

Cette  plus  pjrande  complication  des  données  serait 
uiu^  raison  suftisante  pour  faire  précéder  la  tbéorie 
(lu  mouvement  de  celle  de  l'écjuilibre  ;  mais  il  y  en  a 
une  autre  très  importante  qui  résulte  de  ce  (jue,  par  un 
théorème  général  dû  à  d'Alembert,  on  peut  ramener 
la  détermination  des  écjuations  du  mouvement  d'un 
système  (juelconijue  de  points  à  celle  de  son  équi- 
libre. Par  ce  moyen,  le  problème  du  mouvement  de 
tout  systi'tne  sera  ramené  à  une  question  de  pur  calcul, 
lorsque  les  forces  auxquelles  il  sera  soumis  seront 
données,  et  qu'on  saura  trouver  les  équations  géné- 
rales de  son  équilibre. 

7.  Si  les  forces  ne  sont  pas  connues,  ces  mêmes 
équations  serviront  à  les  déterminer  par  la  connais- 
sance que  l'on  aura  de  certaines  circonstances  du  mou- 
vement. 

Le  premier,  et  aussi  le  plus  grand  problème  de  ce 
genre  qui  s'est  présenté,  est  celui  du  mouvement  des 
corps  célestes.  Les  forces  qui  les  produisent  n'étant 
pas  données,  il  fallait  les  déduire  des  phénomènes; 
et  les  grandes  lois  que  l'observation  avait  fait  connaître 
à  Kepler  devaient  se  prêter  merveilleusement  à  cette 
déduction,  aussitôt  que  la  science  des  forces  serait 
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créée.  C'csl  <mi  vue  de  rclto  npplicalion  (jnc  Xcwhiii 
aé(;i])Ii  sa  belle  tliroric  (I(>s  forces  centrales,  an  iiioyeii 
(le  laquelle  les  lois  de  Kepler  ont  déterminé  les  direc- 
tions et  les  j^randeurs  des  forces  qui  seraient  propres  à 
la  production  de  ces  phénomènes  observés,  en  sup- 
posant que  la  matière  qui  forme  les  corps  célestes 
obéisse  à  l'action  des  forces,  comme  celle  qui  forme 
les  corps  h  la  surface  de  la  Terre.  Elles  se  résument 
dans  cette  loi  simple  de  l'attraction  mutuelle  de  toutes 
les  parties  de  la  matière,  proportionnellement  aux 
masses,  et  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance. 
Ces  forces  étant  connues,  tous  les  phénomènes  en 
sont  des  conséquences  nécessaires,  plus  ou  moins  fa- 
ciles à  déduire,  suivant  l'état  plus  ou  moins  parfait  de 
la  science  des  forces  :  et,  par  cette  jurande  découverte, 
l'Astronomie,  qui  n'était  avant  Newton  (|u'une  science 
d'obseivation,  est  devenue  une  science  de  raisonne- 
rnenl . 

8.  Cette  métho(l(\  suivie  |)ar  Newton  p(tnr  l'Astro- 
nomie, et  (jiii,  considérée  ii  un  point  de  vue  général, 
consiste  à  remonter  des  phénomi'nes  aux  causes,  puis 
à  déduire  de  ces  causes  toutes  les  lois  de  ces  jdiéno- 
nuMies,  a  été  adoptée  avec  empressement  et  suivie  avei' 
prédilection  par  les  géomètres  français.  Malheureu- 
sement, les  phénomènes  ne  conduisent  pas  toujours 
avec  la  même  rii,Mieur  :i  la  découverte  de  la  cause  élé- 
UKMitaire,  qui  est  la  donnée  indispens.ible  pour  le  cal- 
cul des  actions  linies.  On  est  alors  obli}j;é  d'avoir 
l'eeonrs  à  une  nooNclle  nielliode.  ((die  des  hypothèses. 
I!lle   est  l(iMJoiir>    jondee    ^iir  des  (dt^ervalions  et  de> 
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cKjn'iicnces,  mais  des  o\|»éri»'nci'S  iiisiifiisaiilcs  jioiir 
laii'O  (.•oniiaitre  coniplèlemciil  les  caiisos;  et  l'on  ne 
[XHit  suppléer  à  ce  (léfaiit  de  données,  «ju'en  admet- 
tant eomme  réel  un  état  île  choses  qui  n'est  peut-être 
(jue  spécieux.  Ces  hypothèses  ne  se  font  pas  au  hasard  ; 
il  IViut  (ju'elles  s'aeeordent  avec  tous  les  faits  connus, 
et  il  est  prohahle  alors  qu'elles  s'accorderont  avec 
l)eaucoup  d'autres  que  l'on  ne  connait  pas;  et  comme 
la  classe  de  phénomènes  pour  laquelle  elles  sont  faites 
devient  ainsi  une  science  de  raisonnement,  toutes  les 
lois  peuvent  en  être  déduites,  et  l'on  pouri'a  vérifier 
si  elles  sont  contirmées  par  l'expérience.  Si  cet  ac- 
cord se  maintient  constamment,  la  légitimité  des  hypo- 
thèses acquerra  une  prohahilité  de  plus  en  plus  grande; 
et  la  théorie  que  l'on  aura  formée,  et  qui  a  déjà  l'a- 
vantage de  lier  entre  eux  tous  les  faits  connus,  pourra 
être  employée  avec  contiance  à  la  prévision  de  faits 
nouveaux,  ^[ais  si,  comme  cela  est  arrivé  quelque- 
fois, les  faits  prévus  ne  sont  pas  vérifiés  par  l'expé- 
rience, on  est  obligé  de  changer  les  hypothèses,  et 
(Vcn  trouver,  si  l'on  peut,  de  nouvelles  qui  s'accordent 
avec  l'ensemble  de  tous  les  phénomènes  connus. 


APPLICATION 


MÉTHODES  GÉNÉRALES 


A.    LA 


SCIENCE  DES  FORCES. 


INTRODUCTION. 


DE  L'ÉTABLISSEMENT  DES  AXIOMES 

1»ANS    LES    SCIENCES    QUI    DÉPENDENT    DU    MONDE    MATÉRIEL, 


l.  Tout  ce  qui  dépend  du  nombre  et  de  la  figure  ne 
demande  aucune  connaissance  des  propriétés  particulières 
de  la  matière;  et  dans  cette  étude,  qui  nous  a  seule  occupé 
jusqu'ici,  on  a  pu  faire  abstraction  de  la  matière  elle-même, 
et  créer  le  monde  idéal  de  la  grandeur,  de  la  figure  et  du 
nombre,  dont  le  sentiment  pourrait  rester  en  nous  lors 
même  que  le  monde  matériel  qui  nous  l'a  donné  se  trou- 
verait anéanti. 

JNous  allons  maintenant  entrer  dans  la  réalité  de  ce 
inonde,  en  ne  nous  attachant  cependant  qu'à  la  propriété 
la  plus  générale  et  la  plus  simple,  qui  se  retrouve  dans  tous 
DUH.  —  Méth.  IV.  I 
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les  phénomènes  naturels,  el  doit,  par  conséquent,  être  ëtn 
tliée  avant  toutes  les  autres. 

D'après  ce  qui  a  été  exposé  dans  la  première  Partie  di 
cet  Ouvrage,  il  faut,  pour  qu'une  science  devienne  ce  que 
nous  avons  nommé  une  science  de  raisonnement,  que  Ton 
connaisse  assez  de  principes  généraux  sur  les  choses  dont 
elle  s'occupe,  pour  que  tous  les  rapports  auxquels  elles 
peuvent  donner  lieu  en  soient  des  conséquences  nécessaires. 
Ces  principes,  ces  données  premières,  renferment  virtuel- 
lement toute  la  science,  sans  quoi  le  raisonnement  ne  l'en 
tirerait  pas.  Mais  la  science  ne  sera  pas  faite  par  cela  seul 
(ju'on  connaîtra  ces  principes,  j)arce  que  leurs  consé- 
(jnences  sont  infinies  en  nombre  et  en  variété,  et  que  la 
science  est  l'ensemble  de  toutes  ces  conséquences. 

Ces  principes,  pour  une  science  dépendant  du  monde 
matériel,  ne  pourront  être  obtenus  que  par  l'observation 
de  la  nature,  puisque  les  lois  du  monde  matériel  n'ont 
rien  de  nécessaire,  et  auraient  pu  être  tout  autres  qu'elles 
ne  sont.  Pour  arriver  plus  promptement  et  avec  plus  de 
précision  à  la  connaissance  des  vérités  que  l'on  cherche,  il 
ne  faudra  pas  toujours  attendre  que  la  nature  nous  les  oflVe, 
il  faudra  provoquer  ses  réponses,  en  créant  les  circonstances 
les  plus  propres  à  les  rendre  significatives,  c'est-à-dire 
joindre  à  V observation  immédiate  ce  que  l'on  appelle  des 
expériences  ;  et  il  en  faudra  beaucoup  pour  se  croire  lo 
droit  de  proclamer  une  vérité  i;énéralc  :  on  ne  sera  même 
jamais  certain  qu'un  rapport  que  l'on  aura  vérifié  dans  un 
nombre  immense  de  cas  analoi^ues,  aura  lieu  dans  un  nou- 
veau cas  du  même  genre;  mais  on  sera  invinciblement  porté 
à  le  croire,  tant  par  la  puissance  de  l'analogie  que  par  le 
besoin  naturel  à  l'homme  de  connaître,  et  d'InllutMicer  les 
faits  à  venir. 

Les  données  (|tii  auront  ainsi  constitué  une  science  (h* 
raisonnement  auront  donc  quchjue  chose  d  incertain  ;  aussi 
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^era-t-il  à  propos  d'en  vérifier,  autant  qu'on  le  pourra,  les 
conséquences  éloignées.  Mais,  lorsque  l'on  aura  toujours 
trouvé  ces  conséquences  conformes  à  la  réalité  directemenl 
observée,  la  science  approchera  beaucoup  de  la  perfection 
de  la  Géométrie  et  de  la  Science  des  nombres,  et  l'on  pourra 
sans  inquiétude  croire  à  l'exactitude  des  solutions  qu'elle 
fournira.  L'homme  ne  peut  pas  aller  plus  loin;  mais  cela 
lui  suffit  dans  la  pratique,  et  son  esprit  doit  être  satisfait, 
puisqu'il  a  la  conscience  d'avoir  fait  tout  ce  que  comporte 
sa  nature. 

Cela  posé,  nous  allons  procéder  à  l'établissement  des 
données  premières  de  la  science  qui  va  faire  l'objet  de  nos 
l' tu  des. 

DES  FORCES. 

2.  Lorsque,  dans  un  système  quelconque  de  corps  liés 
ou  non  les  uns  avec  les  autres,  il  ne  s'est  opéré  pendant  un 
certain  temps  aucun  changement  dans  les  positions  rela- 
tives, et  qu'à  un  certain  instant  on  voit  l'un  d'entre  eux  se 
déplacer  par  rapport  aux  autres,  restés  dans  les  mêmes 
positions  les  uns  par  rapport  aux  autres,  on  reconnaît 
généralement  qu'il  y  a  eu  intervention  de  quelque  chose 
d'étranger  à  ce  point  :  et,  de  quelque  nature  que  soit  cette 
intervention,  on  l'appellera  cause  de  ce  déplacement.  Pour 
que  de  pareilles  expériences  soient  le  moins  possible  expo- 
sées aux  dérangements  ou  accidents  causés  même  par  les 
procédés  et  appareils  d'expérimentation,  il  convient  de 
prendre  le  système  le  plus  vaste,  et  dont  l'immobilité  rela- 
tive des  parties  soit  le  mieux  assurée  par  une  longue  durée: 
et  c'est  le  globe  terrestre  lui-même  qu'il  est  bon  de  choisir. 
Bien  que  les  objets  à  sa  surface  soient  sujets  à  mille  dépla- 
cements relatifs,  les  grandes  masses  qu'on  y  reconnaît,  les 
montagnes,  les  grands  édifices,  offrent  une  fixité  relative 
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qui  permet  de  prendre  leur  système  comme  invariable,  et  se 
prêtant  d'ailleurs  sans  dérangement  possible  à  toutes  les 
expériences  auxquelles  les  hommes  peuvent  se  livrer.  Et 
quelquefois,  pour  abréger  le  langage,  nous  appellerons^^ei 
des  corps,  des  lignes  ou  des  points  qui  seront  supposés  ne 
pouvoir  se  déplacer  par  rapport  à  ce  système. 

3.  Cette  observation  d'une  cause  produisant  un  déjan- 
gement  relatif  étant  répétée  un  grand  nombre  de  fois,  la 
tendance  naturelle  de  l'homme  à  la  généralisation  le  porte 
à  croire  qu'il  en  sera  toujours  ainsi;  de  sorte  que,  même 
dans  les  cas  où  il  n'aperçoit  pas  d'intervention  étrangère, 
il  admet  qu'elle  existe,  et  il  pose  en  principe  général  que 
lorsqu'un  point  faisant  partie  d'un  système  invariable  vient 
à  se  déplacer  par  rapport  aux  autres,  cela  est  dû  à  l'action 
d'une  cause  étrangère;  et  ce  déplacement  est  dit  V effet  de 
celte  cause. 

4.  Quelle  est  maintenant  la  nature  de  celte  action?  Pour- 
rait-elle, par  exemple,  provenir  dune  simple  volonté  d'un 
être  supérieur?  C'est  ce  qu'il  n'est  pas  donné  à  l'homme 
d'approfondir,  et  il  doit  se  borner  à  l'étudier  sur  hii-mèmc. 
C'est  en  déplaçant  lui-même  des  corps  faisant  partie  d'un 
système  invariable,  qu'il  acquiert  le  sentiment  de  l'cITorl  ; 
et  il  reconnaît  en  même  temps  que  l'efl'ort  qui  a  déplacé  le 
corps  pourrait  être  détruit  par  un  autre  effort  qui  seul 
l'aurait  déplacé  en  sens  contraire.  De  sorte  qu'il  a  le  senti- 
ment do  l'effort  ou  de  Va  force,  lors  même  qu'il  ncn  résulte 
pas  de  déplacement. 

Lorsque,  dans  un  système  invariant,  un  corps  se  déplace 
relalivcmcnt,  et  qu'on  n'aperçoit  pas  de.cause  de  ce  dépla- 
cement, on  reconnaît  encore  qu'on  aurait  pu  l'empêcher 
par  un  ellort  qui,  seul,  le  déplacerait  en  sens  contraire;  et 
il  est  iialiircl  cradmillro  par  analogie  (|u'il  s'exerçait  sur  ce 
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corps  un  cflbrl  qui  aurait  été  (K'truit  par  celui  qui  aurait 
empêché  le  déplacement.  Ainsi  un  corps  qu'on  empêche 
de  descendre  suivant  la  vcrlicale,  au  moyen  d'un  elTorf 
dont  on  a  la  conscience,  sera  regardé  comme  sollicité  con- 
stamment par  une  force  invisible  qui  le  pousse  dans  ce 
sens  :  force  qui  pourra  varier  d'un  corps  à  un  autre.  De 
même  encore,  la  présence  d'un  aimant  dans  un  système 
où  il  y  aura  un  morceau  de  fer,  qui,  maintenu  d'abord,  sera 
devenu  libre,  produira  un  déplacement  qu'on  pourrait 
empêcher  par  un  effort  convenablement  dirigé.  Toutes  ces 
expériences  bien  constatées  et  souvent  répétées  donnent 
la  notion  de  force  aussi  nette  que  l'expérience  puisse  faire 
connaître  quoi  que  ce  soit.  Elle  n'a  rien  d'hypothétique; 
mais  nous  ne  chercherons  pas  à  connaître  sa  nature  intime, 
pas  plus  que  nous  ne  cherchons  celle  de  la  matière  elle- 
même.  Nous  nous  bornerons  à  en  étudier  les  effets,  et  à 
reconnaître  et  accumuler,  par  des  expériences  précises, 
assez  de  données  pour  que  la  science  des  forces  devienne 
ce  que  nous  nommons  une  science  de  raisonnement. 

S.  Pour  commencer  par  les  considérations  les  plus  sim- 
|)les,  nous  concevrons  les  corps  sur  lesquels  agissent  des 
forces,  comme  réduits  à  des  points  sans  étendue  sensible; 
nous  appellerons  direction  d'une  force  appliquée  à  un 
pareil  corps,  ou  point  matériel,  celle  suivant  laquelle  le 
point  se  déplacerait  dans  le  système  invariable,  s'il  y  était 
entièrement  libre  et  qu'il  ne  fut  sollicité  par  aucune  autre 
force. 

Admettant,  d'après  l'expérience,  que  le  déplacement 
pourrait  être  empêché  par  une  certaine  force  de  direction 
contraire,  nous  dirons  que  cette  seconde  force  est  égale  à 
la  première.  Ainsi  se  trouvera  définie,  dans  ce  nouvel  ordre 
de  choses,  Végalité,  qui  est  la  première  notion  indispen- 
sable pour  la  comparaison  des  quantités. 
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6.  La  seconde  notion  indispensable,  et  qui  complète  les 
données  nécessaires  à  la  comparaison  et  à  la  mesure  des 
quantités,  est  celle  de  leur  addition.  Nous  dirons  que  deux 
lorccs  s'ajoutent  lorsqu'elles  agissent  dans  le  même  sens 
et  suivant  la  même  droite  sur  un  même  point  matériel. 
L'expérience  ferait  voir,  si  cela  ne  paraissait  pas  admissible 
de  soi-même,  que  le  déplacement  d'un  point  libre  s'effec- 
tuerait, sous  rinlluence  des  deux  forces,  dans  la  même  direc- 
tion où  il  aurait  eu  lieu  sous  l'intluence  de  chacune  d'elles 
séparément;  et  que  ce  déplacement  pourrait  être  empêché, 
comme  nous  l'avons  déjà  dit,  au  moyen  d'une  force  de 
direction  contraire. 

D'où  il  suit  que  les  deux  forces  qui  sollicitent  le  même 
point  dans  le  même  sens  pourraient  être  remplacées  par 
une  seule,  et  cette  dernière  s'appellera  la  somme  des  deux 
Ibrces. 

Ayant  ainsi  défini  V égalité  et  Vaddition  de  deux  forces, 
et  par  suite  d'un  nombre  quelconque  de  forces,  la  sous- 
traction, la  multiplication  et  la  division  des  forces  s'en- 
suivent. La  comparaison  des  forces  et  leur  expression  en 
nombre  en  résultent,  et  il  ne  reste  plus  cju'à  trouver  les 
moyens  pratiques  d'exécution.  , 

7.  Les  forces  pouvant  ainsi  être  censées  représentées 
par  des  nombres,  et  les  nombres  pouvant  l'être  eux-mêmes 
par  des  lignes,  les  forces  pourront  l'être  par  des  lignes;  cl 
il  sera  commode  de  les  placer  sur  les  directions  respectives 
de  ces  forces,  en  parlant  des  points  mêmes  où  elles  sont 
appliquées.  De  celte  manière,  une  force  quelconque  sera 
déterminée  par  son  point  d'application,  sa  direction,  ri 
par  une  longueur  |)orlée  sur  celle  direction,  à  partir  du 
|»oint  d'application,  qui  représentera,  par  son  rapport  à 
1  unité  de  longueur,  le  rapport  de  la  lorce  à  celle  (pii  a  éh" 
j)iisr  |)<)ur  unilé. 
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8.  Si  nous  considérons  un  assemblage  de  points,  liés 
onlrc  eux  d'une  manière  quelconque,  entièrement  libre 
(luns  le  système  invariable  auquel  on  rapporte  les  corps, 
ou  assujetti  à  certaines  liaisons  avec  les  points  de  ce  sys- 
Irme,  et  que  des  forces  viennent  à  être  applicpiécs  à  des 
|)oints  de  cet  assemblage  :  elles  produiront  généralement 
un  déplacement,  mais  il  peut  arriver  aussi  que  leurs  effets 
soient  détruits  par  les  liaisons  des  points,  tant  entre  eux 
qu'avec  ceux  du  système  invariable,  et  Ton  dit  alors  qu'elles 
\   sont  en  équilibre. 

L'élude  de  ce  cas  particulier  est  de  la  plus  haute  impor- 
tance, non  seulement  par  les  applications  utiles  que  les 
hommes  en  ont  faites,  mais  encore  parce  qu'il  est  la  base 
des  solutions  de  toutes  les  questions  de  mouvement.  C'est 
j)our  cela  que  la  recherche  des  lois  de  l'équilibre  des  forces 
doit  être  l'objet  des  premières  études. 

Elle  exigera  nécessairement  des  données  tirées  de  l'ob- 
servation; car  le  monde  dans  lequel  nous  vivons  aurait  pu 
être  soumis  à  des  lois  autres  que  celles  qui  y  régnent;  et  il 
serait  insensé  de  prétendre  que  les  lois  que  l'homme  ima- 
ginerait seraient  nécessairement  celles  qui  ont  été  choisies 
par  le  Créateur  de  l'univers. 

Les  données  nécessaires  à  la  recherche  des  lois  de  l'équi- 
libre des  forces  sont  moins  multipliées  que  celles  qu'exigent 
les  lois  des  déplacements  qu'elles  peuvent  produire. 

Cette  recherche  sera  l'objet  de  la  première  Section  de  ce 
volume;  et  nous  ne  nous  occuperons  dabord  que  de  l'éta- 
blissement des  premières  données  et  des  principes  qui  lui 
sont  nécessaires.  La  seconde  Section,  où  l'on  considérera 
les  déplacements  produits  par  les  forces,  sera  précédée  de 
l'établissement  de  nouvelles  données,  inutiles  pour  les  sim- 
ples questions  d'équilibre. 
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CHAPITRE   PREMIER. 

DONNÉES  EXPÉRIMENTALES  ET  PROPOSITIONS  GÉNÉRALES 
RELATIVES  A  L  ÉQUlLIBilE  DES  FORCES. 


9.  Les  propositions  que  nous  allons  établir  ne  devront 
pas  être  présentées  toutes  immédiatement  aux  commen- 
çants :  trop  de  généralité  dès  le  début  produit  presque  tou- 
jours du  vague  et  de  l'obscurité,  et  l'on  ne  se  rend  pas  assez 
<ouqjte  de  ce  que  l'on  admet  sur  des  choses  que  l'on  n'a 
|)as  encore  pratiquées. 

Mais  dans  un  Ouvrage  comme  celui-ci,  qui  n'est  pas  des- 
tiné à  ceux  qui  n'ont  encore  aucune  notion  sur  les  matières 
qui  y  sont  ti'aitées,  il  nous  a  paru  convenable  de  présenter 
dans  leur  ensemble  les  principes  qui  sont  la  base  de  la 
science,  et  qu'on  applique  à  chaque  instant  dans  les  circon- 
stances les  plus  vaiiées.  Il  peut  être  sage,  dans  un  premier 
enseignement,  de  n'introduire  chacun  d'eux  qu'au  momenl 
où  il  est  devenu  indispensable;  mais,  quand  on  a  suffisam- 
ment étudié  les  détails,  il  est  bon  de  réfléchir  sur  leur 
enchaînement,  et  de  se  rendre  compte  de  l'ensemble  des 
données  premières,  et  des  principes  qui  ont  guidé  dans  les 
déductions. 

10.  Premier  principe.  —  Lorsqu'un  système  de  jioints 
est  en  équilibre^  on  ne  détruit  pas  cet  état  en  fixant  un  ou 
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plusieius  fie  ces  points,  ou  en  établissant  entre  eux  des 
liaisons  nouvelles. 

En  elTel,  on  nintroduit  ainsi  aucune  force;  on  donne 
seuleinenl  des  moyens  de  détruire  certaines  forces  nouvelles 
que  Ton  introduirait  dans  le  système. 

Nous  admettrons  encore,  soit  comme  évident  de  soi- 
mêmC;  soit  comme  résultat  de  l'expérience,  que  lorsqu'un 
système  de  points  est  en  équilibre,  cet  état  subsisterait  en- 
core si  l'on  ajoutait  de  nouveaux  points,  ou  qu'on  en  sup- 
primât, pourvu  que  toutes  les  liaisons  primitives  ne  fussent 
pas  altérées.  Ainsi,  en  supposarit  le  système  entièrement 
rigide,  ce  que  nous  désignerons  quelquefois  sous  le  nom  do 
corps  solide,  on  pourra  y  lier  ou  en  retrancher  une  quantité 
(le  matière  quelconque,  pourvu  que  les  points  auxquels 
sont  appliquées  les  forces  ne  puissent  changer  leurs  dis- 
tances mutuelles,  et  qu'aucune  force  nouvelle  ne  soit  intro- 
duite; et  l'équilibre  ne  sera  pas  troublé  :  de  sorte  qu'on  n'a 
à  s'occuper  que  du  système  des  points  d'application  et  de 
leurs  liaisons  extérieures,  indépendamment  de  la  matière 
(]ui  compose  le  corps,  et  de  la  forme  qu'on  lui  donne. 

11.  Deuxième  principe.  —  Si  divers  systèmes  de  forces 
appliquées  à  un  système  de  points  liés  entre  eux  et  au 
système  invariable  d'une  manière  quelconque,  y  sont  sé- 
parément en  équilibre,  et  que  les  liaisons  soient  suscepti- 
bles de  produire  des  résistances  indéfinies,  ils  seront  en 
équilibre  quand  ils  y  seront  appliqués  simultanément. 

Ainsi,  dans  un  système  sur  lequel  certaines  forces  sont 
en  équilibre,  on  peut,  sans  le  rompre,  introduire  de  nou- 
velles forces  qui  seraient  en  équilibre  sur  ce  système,  si 
elles  y  étaient  seules. 

On  peut  aussi  évidemment  suj^jirimcr  des  forces  (jui  sont 
détruites  par  les  efforts  qu'elles  font  naître  dans  ce  svs- 
tème  nialériel.  Mais  il  ne  suffirait  pas  de  s'assurer  qu'elles 
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seraient  en  équilibre  quand  on  les  appliquerait  seules  sur 
le  svslèmc;  il  faut  toujours,  pour  avoir  le  droit  de  les  sup- 
jjrinier,  reconnaître  qu'elles  ont  fait  naître  dans  le  système 
les  mêmes  résistances  que  si  elles  étaient  seules;  alors,  en 
les  supprimant,  les  autres  forces  sur  lesquelles  les  précé- 
dentes n'agissaient  pas,  puisqu'elles  étaient  détruites  indé- 
pendamment d'elles,  resteront  en  équilibre  :  ce  que  toutes 
les  expériences  confirment. 

Cette  condition  nécessaire  pour  la  suppression  d'un 
groupe  de  forces  n'est  pas  toujours  facile  à  reconnaître,  et 
est  suppléée  par  le  principe  suivant  : 

12.  ïiioisiÈME  TRixcirE.  —  Oii  pciU ^  scuis  détruire 
l'équilibre,  supprimer  un  groupe  de  forces  telles,  que  des 
forces  respectivement  égales  et  appliquées  aux  mêmes 
points  en  sens  contraire,  seraient  en  équilibre  si  elles 
existaient  seules  sur  le  système. 

En  effet,  d'après  le  principe  précédent,  on  ne  dérangera 
pas  l'équilibre  primitif  en  introduisant  ces  dernières  forces  ; 
mais,  chacune  d'elles  détruisant  la  force  égale  et  contraire 
appliquée  au  même  point,  on  peut  les  supprimer  l'une  et 
l'autre  en  chaque  point  sans  déranger  l'équilibre,  et  il  ne 
reste  plus  que  les  forces  primitives,  moins  le  groupe  en 
(juestion. 

Il  est  à  remarquer  que  l'on  peut  ainsi  supprimer  un 
groupe  de'  forces  qui  ne  serait  pas  en  équilibre  sur  le  sys- 
tème s'il  y  existait  seul.  11  est  suffisant  que  le  groupe 
composé  de  forces  respectivement  contraires  soit  en  équi- 
libre s'il  existe  seul  sur  le  système  :  toutefois,  cette  con- 
dition n'est  pas  indispensable,  et  nous  le  montrerons  toul 
à  r heure. 

Ces  principes  très  généraux  sont  d'une  grande  utilité,  à 
cause  des  transformations  sans  nombre  qu'ils  permettent 
de  faire. 
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Remarque.  —  Quelque  rigides  que  soient  les  corps,  les 
forces  qu'ils  détruisent  opèrent  toujours  de  petits  chan- 
gements dans  la  position  relative  de  leurs  molécules.  On 
n'en  tiendra  ici  aucun  compte;  et  l'on  supposera  que  des 
forces  qui  se  font  équilibre  sur  un  corps,  et  qui  ont,  par 
cela  même,  dérangé  tant  soit  peu  ses  molécules,  s'v  feraient 
encore  équilibre  si,  par  des  moyens  quelconques,  on  pou- 
vait rendre  ce  corps  assez  rigide  pour  que  le  dérangement 
fût  encore  bien  pins  insensible  et  même  nul. 

EXEMPLFS    m:    F.' VPI'MnVTIOX    DES    PIUXCIPES    PRÉCÉDENTS. 

13.  Avant  daller  plus  loin,  nous  allons  montrer,  par 
un  exemple  très  simple,  combien  il  est  nécessaire  d'avoir 
égard  à  l'observation  que  nous  avons  faite  au  sujet  du  se- 
cond des  principes  précédents,  et  comment  cette  difficulté 
disparaît  par  l'application  du  troisième. 

Soient  A  et  B  {fig.  i  ),  deux  points  liés  de  telle  sorte, 
([u'ils  ne  puissent  s'éloigner  l'un  de  l'autre,  mais  qu'ils 
l-ig.  ,  puissent  se  rapprocher.  Que  l'on  applique  au 
.p  point  A  deux  forces  égales  et  contraires  P,  P'  dans 
la  direction  de  la  droite  AB,  et  que  l'on  applique  à  B 
deux  forces  Q,  Q'  égales  aux  premières,  et  agissant 
.!>'  aussi  en  sens  contraire  suivant  la  ligne  AB;  il  v  aura 
équilibre  dans  le  système,  puisqu'il  y  a  équilibre  en 
chaque  point.  Or  les  deux  forces  P,  Q'  seraient  en 
«  équilibre  si  elles  agissaient  seules  sur  le  système  AB, 
et  cependant  on  ne  peut  les  supprimer  sans  perdre 
l'équilibre  des  quatre  forces,  car  il  resterait  les 
-^'  deux  forces  P'  et  Q,  (jui  ne  se  détruiraient  pas, 
puisque  les  doux  points  A  et  B  peuvenl.se  raj>procher,  j^ar 
hvjJOlhèse.  Or  il  est  facile  de  reconnaître  que  le  groupe 
P,  Q'  ne  rentre  dans  aucun  des  deux  cas  «(ue  nous  avons 
indiqués  précédemment,  comme  permettant  la  suppression. 


A 
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l-.n  premier  lieu,  les  deux  forces  P,  Q  ne  se  détruisent 
pas  eireclivement,  et  ne  |)roduisent  pas  sur  AB  reflort 
(pi'elles  produiraient  si  elles  y  étaient  seules  appliquées, 
r.a  force  P  est  détruite  par  P'  et  n'agit  que  sur  le  point  A  : 
il  en  est  de  même  des  forces  Q,  Q'  en  B,  et  il  n'en  résulte 
aucune  action  entre  les  points  A  et  B,  qui  ne  cesseraient 
pas  d'être  en  équilibre  quand  même  il  n'existerait  aucune 
liaison  entre  eux. 

En  second  lieu,  les  forces  P'  et  Q,  égales  et  opposées  à 
P  et'  Q';  ne  seraient  pas  en  équilibre  si  elles  agissaient 
seules  sur  le  système,  puisque  les  points  A  et  B  peuvent  se 
rapprocher. 

Donc  enfin  on  ne  pourrait  affirmer  qu'en  supprimant  les 
forces  P  et  Q'  on  ne  détruirait  pas  l'équilibre;  et  nous 
avons  vu  qu'effectivement  il  se  trouvait  détruit  par  celte 
suppression. 

Cet  exemple  montre  donc  que,  dans  un  système  en  équi- 
libre, on  ne  peut  pas  toujours  supprimer  un  groupe  de  forces 
qui  serait  en  équilibre  sur  le  système  s'il  y  était  seul.  Et  il 
montre  aussi  qu'on  peut  supprimer  un  système  qui  ne  serait 
pas  en  équilibre  s'il  était  seul  sur  le  système,  mais  qui  est 
tel  que  le  système  opposé  serait  en  équilibre  s'il  v  était 
seul.  On  peut  en  effet  supprimer  les  deux  forces  P'  et  Q  qui 
ne  seraient  pas  en  équilibre  sur  le  système,  mais  sont  telles 
que  les  contraires  v  seraient. 

14.  On  peut  donner  aussi  un  exemple  bien  simple  de 
ce  que  nous  avons  avancé  dans  le  troisième  principe,  savoir 
qu'o/î  peut  quelquefois  supprimer  un  système  de  forces 
tel  que  le  système  contraire^  existant  seul,  ne  serait  pas 
en  équilibre.  Il  suffit  pour  cela  de  considérer  le  système 
P,  Q',  existant  seul  sur  AB.  On  peut  évidemment  le  suppri- 
mer sans  que  le  système  cesse  d'être  en  repos,  et  cependant 
le  système  des  forces  opposées  P',  Q,  existant  seul,  ne  serait 
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pas  en  équilibre  sur  AB;  mais  les  forces  que  Ton  supprime 
sont  effectivement  détruites  par  la  résistance  du  système. 
Cette  remarque  peut  être  énoncée  d'une  manière  différente 
en  observant  que  supprimer  un  svstème  de  lorces,  c'est 
introduire  le  système  contraire.  On  aura  alors  la  proposi- 
tion suivante  : 

On  peut  quelquefois  introduire  un  groupe  de  forces  qui 
ne  serait  pas  en  équilibre  sur  le  système. 

IS.  Remarque.  — On  tire  des  considérations  précédentes 
cette  conséquence,  que,  si  l'on  introduit  des  forces  dans  un 
système,  on  ne  peut  pas  toujours  affirmer  que  leur  effet 
sera  le  même  que  si  l'on  avait  préalablement  introduit 
certaines  autres  forces  qui  n'auraient  pas  détruit  l'équilibre, 
mais  qui  cependant  pourraient  avoir  de  l'influence  sur 
celles  qu'on  applique  en  dernier  lieu.  Et  pour  cette  raison 
on  ne  peut,  sans  examen,  conclure  l'effet  de  forces  intro- 
duites dans  un  système  où  l'on  aurait  légitimement  rem- 
placé un  groupe  par  un  autre.  Un  exemple  bien  simple 
le  prouvera  sans  réplique. 

Soit  une  force  P  appliquée  à  un  point  A  d'un  corps  émi- 
nemment  flexible,  mais   inextensible  AB,   ayant   tous    ses 
Fig.  2,   points  en  ligne  droite  {fig.  2).  Introduisons  suivant 
la   droite  AB  deux  forces  P',  P"  égales   à  P  et  de 
sens  opposés.  L'effet  de  la  force  P  sur  le  système 
ne  sera    pas  modifié,   soit   qu'il   y  ait  équilibre  ou 
non,  pourvu   que  le  corps  reste  constamment  dans 
les  conditions  primitives  qui  ont  permis  1  introduc- 
tion de  P',  P".  Or,  si  l'on  applique  en  B  une  lorce 
égale  et  contraire  à  P",  les  quatre  forces  se  détrui- 
sent,  tandis   qu'il    en   aurait  été  autrement  si   Ion 
avait    appliqué    la  dernière  force   avant    rinlroduc- 
tion  de  P',  P". 
Nous  reconnaîtrons  bienlùt  que  les  mêmes  réserves   ne 
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se  rencontrent  pas,  dans  les  systèmes  rigides,  que  dans  ceux 
dont  les  liaisons  comportent  des  changements  de  forme  ou 
de  disposition.  Mais  il  faut  prendre  garde,  dès  le  commen- 
cement, d'attribuer  aux  principes  une  trop  grande  géné- 
ralité. 

CHANGEMENT   DU    POINT   d'aPPLIC.VTION   d'uNE  FORCE. 

16.  Lorsqu'une  force  P  est  appliquée  à  un  point  libre  A, 
nous  allons  démontrer  qu'on  peut,  sans  changer  son  effet, 
quel  qu'il  soit,  l'appliquer  à  tout  autre  point  B  de  sa  direc- 
tion, si  ce  point  est  lié  invariablement  au  premier. 

Et  il  n'est  même  pas  nécessaire  que  cette  liaison  soit 
aussi  complète. 

Si,  par  exemple,  le  point  B  est  situé  par  rapport  à  A  du 
côté  où  s'exerce  l'action  de  la  force  P,  il  suffit  que  la  dis- 
tance AB  ne  puisse  augmenter;  ce  qui  sera  le  cas,  par 
exemple,  où  ces  deux  points  seraient  liés  par  un  corps  extrê- 
mement délié,  éminemment  flexible  et  inextensible.  Nous 
donnerons  dorénavant  le  nom  de  fil  à  un  pareil  corps,  et 
no  s  le  considérerons  comme  n'ayant  de  dimensions  que 
dans  le  sens  de  la  longueur,  et  prenant  sans  résistance 
toutes  les  formes  possibles,  en  conservant  la  même  lon- 
gueur. Nous  considérerons  plus  tard  des  fils  élastiques,  qui 
sous  l'action  des  forces  peuvent  changer  de  longueur. 

Si,  au  contraire,  le  point  B  était  de  l'autre  côté  de  A, 
suffirait  que  la  distance  AB  ne  pût  diminuer. 

Pour  le  démontrer,  dans  le  premier  de  ces  deux  derniers 
cas,  appliquons  aux  extrémités  de  la  droite  inextensible 
AB  (y?^.  2)  deux  forces  égales  à  P,  et  agissant  suivant  la 
droite  AB  dans  les  directions  AP',  BP";  elles  se  détruiraient 
si  elles  étaient  seules  sur  le  système,  et  par  conséquent  leur 
introduction  est  permise.  Mais  les  deux  forces  égales  P,  P', 
appliquées  au  même  point  en  sens  contraires,  se  détrui- 
Duii.  —  Méth.  IV.  2 
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.sent,  et  il  ne  reste  plus  que  la  force  P',  qui  n'est  autre  que 
la  force  P  transportée  au  point  B  de  sa  d-rection. 

On  raisonnerait  d'une  manière  analogue  si  le  j)oint  B 
était  situé  de  l'autre  côté  du  point  A,  et  que  la  distance  AB 
ne  pût  pas  diminuer. 

Les  raisonnements  précédents  ne  seraient  plus  appli- 
cables dans  le  cas  où,  le  système  des  points  étant  variable, 
la  distance  AB  ne  resterait  pas  la  même. 

Entin  si  les  conditions  respectives  de  ces  deux  cas  sont 
réunies,  c'est-à-dire  si  les  points  A  et  B  sont  invariablement 
liés  l'un  à  l'autre,  comme  cela  arrivera,  par  exemple,  s'ils 
font  partie  d'un  système  rigide,  on  pourra  transporter  la 
force  en  un  point  quelconque  de  sa  direction,  supposé  tou- 
jours invariablement  lié  au  système. 

Remarque.  —  Il  est  important  d'observer  que,  quand 
on  a  fiKé  des  points,  ou  introduit  toute  autre  espèce  de 
liaison  dans  un  système  en  équilibre,  on  peut  supprimer 
des  forces  telles,  que  les  contraires  seraient  en  équilibre 
sur  le  système  modifié.  C'est  une  conséquence  immédiate 
du  troisième  principe. 

Si,  par  exemple,  dans  un  système  rigide,  on  fixe  un  de 
ses  points,  on  pourra  supprimer  toutes  les  forces  dont  la 
direction  passera  par  ce  point,  puisque  les  contraires  appli- 
quées en  ce  point  seraient  détruites. 

Si,  au  lieu  de  fixer  un  point  du  système,  on  en  fixe  deux, 
et  par  suite  tous  ceux  de  la  droite  qui  les  joint,  soit  qu'ils 
appartiennent  d'abord  au  système,  soit  qu'on  les  y  intro- 
duise et  qu'on  les  lie  invariablement  aux  autres,  on  pourra 
supprimer  toutes  les  forces  dont  la  direction  rencontrera 
cet  axe  fixe,  puisque  chacune  d'eUes  peut  être  appliquée  à 
son  point  de  rencontre  qui  est  fixe. 

17.  PostuUtdmi.  —  -Nous  venons  de  voir  (pie  (juand  un 
système  rigide  avait  un  point  (l\e  autour  du((uel  il  pouvait 
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-ic  mouvoir  d'une  manière  quelconque,  toute  force  dont  la 
direction  passait  par  ce  point  était  détruite,  et  ne  pouvait 
produire  aucun  déplacement.  \ous  admettrons  comme  ré- 
sultat d'expérience,  ou  comme  axiome,  que  toute  force 
dont  la  direction  ne  passerait  pas  par  le  point  fixe ^  ne 
serait  pas  détruite  et  produirait  un  déplacement. 

Nous  admettrons  encore  qu'^Y  en  serait  de  même  dans 
le  cas  d'un  axe  fixe,  ou  de  deux  points  fixes. 

Il  en  résultera  nécessairement  que,  si  un  corps  a  un  point 
unique,  ou  un  axe,  fixe,  et  qu'on  sache  qu'une  force  appli- 
quée seule  à  ce  corps  est  détruite,  on  pourra  affirmer  que 
sa  direction  passe  par  le  point  fixe,  ou  rencontre  l'axe  fixe, 
à  une  distance  finie  ou  infinie. 

Nous  donnerons  encore  un  peu  d'extension  à  ce  pos- 
tulatum;  et  nous  admettrons  que,  si  un  système  rigide  ne 
peut  que  tourner  autour  d'un  axe  fixe,  et  qu'il  soit  solli- 
cité par  plusieurs  forces  qui,  si  elles  agissaient  séparément, 
le  feraient  tourner  dans  le  même  sens,  le  système,  sous  leur 
action  simultanée,  tournerait  dans  ce  même  sens,  et  ne 
serait  pas  en  équilibre. 

Si,  au  lieu  dun  axe  fixe,  il  y  avait  seulement  un  point 
fixe,  on  peut  affirmer  que  des  forces  appliquées  à  ce  système 
n'y  seront  point  en  équilibre,  si  elles  n'y  sont  pas  quand 
on  fixera  un  second  point  du  système,  ou  un  axe  passant' 
par  le  premier. 

18.  Réciproque  dhine  proposition  précédente.  — Il  est 
important  de  remarquer  qu'une  force  agissant  sur  un  sys- 
tème libre  ne  saurait  être  transportée  parallèlement  à 
elle-même  en  un  point  qui  ne  serait  pas  sur  sa  première 
direction;  et,  plus  généralement,  qu'elle  ne  peut  être  rem- 
placée par  une  autre  qui  n'agirait  pas  suivant  la  même  ligne 
droite. 

En  effet,  supposons  qu'une  force  P  puisse  être  remplacée 
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par  une  autre  Q  qui  n'agisse  pas  suivant  la  même  ligne 
droite.  Fixons  un  point  sur  la  direction  de  P.  qui  soit 
autre  que  le  point  de  rencontre  des  directions  de  P  et  Q, 
si  toutefois  elles  se  rencontrent.  La  force  P  sera  détruite, 
comme  nous  venons  de  le  voir;  elle  n'aurait  donc  pas  pu 
être  remplacée  par  Q,  qui  dans  les  mêmes  conditions  ne 
serait  pas  détruite. 

Il  n'est  donc  pas  possible,  dans  un  système  libre,  de 
transporter  une  force  parallèlement  à  elle-même  en  un  point 
hors  de  sa  direction,  ni  de  la  remplacer  par  toute  autre 
force  dirigée  comme  on  voudra  et  appliquée  à  un  point  qui 
ne  serait  pas  sur  sa  direction. 

Et,  par  conséquent,  toutes  les  fois  qu'on  pourra  prouver 
qu'une  force,  agissant  sur  un  système  libre,  peut,  sans 
changer  d'effet,  être  remplacée  par  une  autre,  appliquée 
on  un  certain  point,  on  en  conclura  nécessairement  que  sa 
direction  passait  par  ce  point.  Il  est  facile  de  reconnaître, 
en  outre,  que  celte  nouvelle  force  doit  être  égale  à  la  pre- 
mière ;  car  il  est  démontré  que,  dans  la  position  où  elle  se 
trouve,  elle  pourrait  remplacer  la  première  si  elle  lui  était 
égale;  donc,  si  elle  était  plus  grande  ou  plus  petite,  elle  ne 
produirait  pas  le  même  effet  que  la  première,  ce  qui  est 
contre  l'hypothèse. 

19.  Deux  forces  qui  ne  sont  pas  égales  et  directement 
opposées  ne  peuvent  se  Jaire  équilibre  sur  un  système 
rigide  libre. 

Cela  résulte  immédiatement  des  raisonnements  j^récé- 
dents;  car,  en  fixant  sur  la  direction  de  Tune  un  point  qui 
ne  serait  pas  sur  la  direction  de  l'autre,  l'équilibre  no 
devrait  pas  être  rompu;  mais  la  première  serait  détruite, 
et  la  seconde  mettrait  le  système  on  mouvement  :  ro(|ui- 
libre  n'existerait  donc  pas.  Il  est  donc  nécessaire,  pour  qu'il 
existe,  que  tout  point  pris  sur  la  direction  d'une  des  forces 
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soil  sur  la  direction  de  l'autre,  et  par  conséquent  que  ces 
deux  directions  se  confondent  ;  il  est  évident  alors  qu'elles 
doivent  agir  en  sens  contraire  et  être  égales. 

SYSTÈMES    ÉQUIVALENTS   OU    QUI    PEUVENT    SE    REMPLACER.    — 
COMPOSANTES    ET   RÉSULTANTE. 

20.  Soit  A  un  certain  groupe  de  forces,  et  B  un  second 
groupe  qui  pourrait  le  remplacer  sur  un  système  donné  de 
points,  sans  déranger  son  état,  quel  qu'il  soit.  Introdui- 
sons le  groupe  B  et  l'opposé  que  je  désignerai  par  —  B, 
sans  attacher  aucun  autre  sens  au  signe  — .  Les  trois  sys- 
tèmes A,  B,  —  B  ne  seront  autre  chose  que  A.  Or,  pour 
([ue  B  puisse  le  remplacer,  il  faut  qu'on  puisse  supprimer 
A  et  —  B,  ce  qui  aura  lieu  si  le  contraire  —  A  et  B  est  on 
équilibre  quand  il  existe  seul  sur  le  système.  D'où  l'on  con- 
clut ([Il  i/n  groupe  de  force  B  peut  toujours  en  rem- 
placer un  autre  A.,  lorsqu'il  serait  en  équilibre  sur  le 
système  avec  l'opposé  —  A  à  cet  autre. 

Mais  cela  n'entraîne  pas  que  A  puisse  remplacer  B,  parce 
que  A  ne  serait  peut-être  pas  en  équilibre  avec  —  B,  et 
alors  on  ne  pourrait  prononcer. 

Si,  par  exemple,  on  considère  un  fil  flexible  MN  et  une 
force  P  appliquée  au  point  N  suivant  NM,  on  pourra  la 
remplacer  par  une  force  égale  et  de  même  sens  P'  appli^ 
quée  en  M,  parce  que  cette  dernière  serait  en  équilibre 
avec  P"  égale  et  contraire  à  P.  Mais  on  ne  peut  affirmer  que 
P  pourrait  remplacer  P',  parce  que  P  ne  serait  pas  en  équi- 
libre sur  le  fil  avec  la  force  égale  et  opposée  à  P'  et  appli- 
quée en  M. 

Et,  en  efl'et,  P  ne  pourrait  pas  toujours  remplacer  P'. 

Remarque.  —  On  voit  par  cet  exemple  qu'il  est  possible 
qu'un  groupe  de  forces  B  soit  équivalent  à  un  autre  groupe 
A,  sur  un  certain  système,  sans  que  A  soit  équivalent  à  B, 
sur  le  même  svstème. 
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21.  Composantes  et  résultante.  —  Lorsque  des  forces 
appliquées  à  un  système  rigide  et  entièrement  libre  dans  l'es- 
pace sont  telles,  qu'elles  pourraient  dans  tous  les  cas  être 
remplacées  par  une  seule,  cette  force  unique  est  dite  la 
résultante  des  premières  et  celles-ci  s'appellent  les  com- 
posantes de  Tau  ire. 

Cette  substitution  d'une  seule  force  à  plusieurs  autres 
sur  un  système  rigide  et  libre  se  nomme  composition  des 
forces,  et  la  substitution  de  plusieurs  forces  à  une  seule  se 
nomme  décomposition  de  cette  dernière. 

On  voit  donc,  par  ce  qui  précède,  qu'on  aura  la  résul- 
tante d'un  système  de  forces,  si  l'on  en  trouve  une  qui 
fasse  équilibre  au  système  contraire,  c'est-à-dire  au  sys- 
tème qui  consisterait  dans  les  forces  primitives  prises  en 
sens  contraire  et  appliquées  respectivement  aux  mêmes 
points.  Et,  par  conséquent,  le  problème  de  la  composition 
des  forces  rentre  dans  celui  de  Féquilibre. 

Si  l'on  a  trouvé  une  résultante,  il  n'y  a  pas  à  en  cher- 
cher une  autre  puisque  nous  avons  vu  qu'une  force  ne  peut 
être  remplacée  identiquement  que  par  une  autre  qui  ne 
serait  que  la  première  transportée  on  un  point  de  sa  direc- 
tion lié  invariablement  au  système. 

Mais  peut-on  dire  réciproquement  qu'une  force  puisse 
être  remplacée  par  })lu sieurs  autres,  par  cela  seul  qu  elle 
pourrait  les  remplacer?  ISous  avons  vu,  en  efl'et,  des  cas  où 
un  groupe  de  forces  A  pouvait  être  remplacé  par  un  autre 
B,  sans  pouvoir  réciproquement  le  remplacer.  L'exemple 
que  nous  en  avons  donné  s'appliquait,  il  est  vrai,  à  un  sys- 
tème non  rigide;  mais  nous  n'avons  pas  encore  le  droii 
d'affirmer  que  cette  réciproque  est  toujours  vraie  quiind  il 
s'agit  d'un  corps  solide. 

Nous  prouverons  bienlùl  (ju'il  en  est  ainsi,  c'est-à-dire 
que  si  un  groupe  A  peut  être  remplacé  par  un  autre  B  sur 
lin  svstèmc  rigide,  réciprofjuemenf   il  |)i>nrr;»  ii-inplaccr  B. 
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Mais,  dans  les  cas  simples  que  nous  étudierons  avant  d'avoir 
établi  cette  proposition  générale,  nous  reconnaîtrons  sans 
peine  que  cette  réciprocité  a  lieu. 

REMARgiES    DIVERSES. 

22.  Lorsque  plusieurs  forces,  situées  ou  non  dans  un 
même  plan  ^  sont  appliquées  à  un  même  point  et  qu'elles 
ne  sont  pas  en  équilibre,  elles  ont  toujours  une  résul- 
tante. 

En  effet,  supprimons  ces  forces,  et  introduisons  à  leurs 
])laces  des  forces  respectivement  égales  et  contraires.  Le 
point  tendra,  par  leur  action,  à  se  déplacer  dans  une  cer- 
taine direction  déterminée;  et,  si  l'on  appliquait  en  sens 
contraire  une  force  dime  intensité  convenable,  on  empê- 
cherait évidemment  le  déplacement  de  se  produire,  et  l'é- 
quilibre aurait  lieu.  Donc,  d'après  ce  que  nous  venons  de 
dire,  cette  force  pourra  remplacer  les  premières. 

23.  Lorsque  trois  forces  appliquées  en  un  même  point 
sont  en  équilibre.^  leurs  directions  sont  dans  un  même 
plan. 

Trois  forces  respectivement  égales  et  opposées  aux 
premières  seraient  aussi  en  équilibre. 

Chacune  des  trois  forces  est  égale  et  opposée  à  la  ré- 
sultante des  deux  autres. 

i"  Si  les  trois  forces  n'étaient  pas  dans  nn  même  plan,  et 
qu'on  fixât  deux  points  liés  au  point  donné  et  situés  sur  les 
directions  de  ces  deux  forces,  l'équilibre  ne  serait  pas  détruit. 
Or  ces  deux  forces  seraient  détruites  et  la  troisième  ne 
le  serait  pas  (n**  16,  Remarque),  l'équilibre  serait  donc 
détruit,  ce  qui  est  contradictoire.  Il  n'est  donc  pas  pos- 
sible que  les  trois  directions  ne  soient  pas  dans  un  même 
plan. 
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2°  Les  trois  forces  élan l  en  équilibre  sur  le  point  libre, 
cet  état  ne  cessera  pas  quelque  part  qu'on  transporte  ce 
système  sans  y  rien  changer.  Or,  si  on  le  fait  tourner  de 
deux  angles  droits  dans  son  plan,  autour  du  point  d'appli- 
cation, chaque  force  est  dans  la  direction  opposée  à  la  pre- 
mière et  l'équilibre  subsiste.  Donc,  lorsque  trois  forces 
sont  en  équilibre  sur  un  point,  les  trois  respectivement 
égales  et  contraires  y  sont  aussi. 

3°  Une  force  opposée  à  Tune  quelconque  des  trois  peut 
remplacer  les  deux  autres;  car,  d'après  ce  qui  vient  d'être 
dit,  elle  serait  en  équilibre  avec  les  forces  égales  et  oppo- 
sées aux  deux  autres.  Donc  chacune  des  trois  forces  est 
égale  et  opposée  à  la  résultante  des  deux  autres. 

Inutile  de  faire  remarquer  qu'il  n'y  a  qu'une  seule  force 
qui  puisse  faire  équilibre  à  <leux  autres  appliquées  à  un 
point,  car  cette  force  doit  être  opposée  à  la  résultante,  qui 
est  unique  (n**  21  ). 

Rappelons  encore  qu'en  introduisant  une  force  égale  et 
opposée  à  la  résultante  de  deux  forces  appliquées  à  un 
point,  il  y  a  équilibre.  En  effet,  on  a  démontré  que  l'équi- 
libre est  possible  en  introduisant  une  troisième  force  con- 
venable, et  ensuite  que  cette  troisième  est  égale  et  opposée 
à  la  résultante.  D'où  il  suit  que  la  force  égale  et  opposée  à 
la  résultante  établit  l'équilibre. 

24.  Si  des  forces  en  nombre  quelconque  sont  appli- 
quées à  un  même  point,  et  que  leurs  directions  soient 
toutes  dans  un  même  plan  et  d'un  même  côté  d'une 
droite  passant  par  ce  point,  il  est  impossible  qu'elles 
soient  en  équilibre. 

En  effet,  soient  A  le  point  donné  {fig.  3),  XAX'  une 
droite  telle  que  toutes  les  directions  des  forces  P,  P,  P', 
F*"',...,  soieut  d'un  même  côté  de  cette  droite;  et  supp»)- 
ons  que  ces  forces  soient  en  équilibre.    Fixons  un  point  O 
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situé  sur  AX  et  lié  invariablement  à  A,  réquilibrc  ne  sera 
pas  troublé. 

Or,  si  l'on  conçoit  un  rayon  vecteur  tournant  aulour  de 
A,  et  parlant  de  la  direction  AX  pour  arriver  à  AX'  en  se 
mouvant  du  côté  où  sont  les  directions  des  forces  données, 
on  reconnaît  inunédialemcnt  (n°  16)  qu'une  force  qui  serait 
appliquée  seule  au  point  matériel  A,  dans  une  quelconque 
de  ces  directions,  le  ferait  tourner  autour  de  O  dans  le 
uîéme  sens,  et  que  toute  force  appliquée  à  A,  dans  une  direc- 


tion située  de  l'autre  côté  de  XX',  ferait  tourner  le  poinl 
dans  le  sens  contraire  autour  de  O. 

Il  suit  de  là  que  chacune  des  forces  P,  P',  P",-  . .  tendant 
à  faire  tourner  A  autour  du  point  fixe  O  dans  le  même  sens, 
rien  ne  s'opposera  à  ce  que  le  mouvement  ait  lieu,  et  que, 
par  conséquent,  ces  forces  ne  seront  pas  en  équilibre  comme 
cela  devrait  être  d'après  riijpotlièse. 

Cette  hypothèse  était  donc  fausse  et  les  forces  ne  pou- 
vaient être  en  équilibre,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Corollaire.  —  Il  suit  de  là  que  lorsque  trois  forces 
P,  P',  P",  appliquées  à  un  point  libre  A,  sont  en  équilibre, 
la  direction  contraire  à  celle  de  Tune  quelconque  des  trois 
est  dans  l'angle  des  deux  autres. 

En  effet,  si  la  direction  opposée  à  AP,  par  exemple,  n'é- 
tait pas  dans  l'angle  P'AP",  on  pourrait  mener  par  A  une 
droite  telle,  que  les  directions  des  trois  forces  seraient  d'un 
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même  côté  de  cette  droite;  les  trois  forces  ne  seraient  donc 
pas   en  équilibre,  ce  qui  serait  contraire  à  Thypothèse. 

2o.  La  direction  delà  résultante  de  deux  forces  ap- 
pliquées à  un  même  point  est  située  dans  V  angle  formé 
par  les  directions  de  ces  forces. 

En  effet,  la  force  égale  et  opposée  à  la  résultante  établis- 
sant l'équilibre,  la  direction  qui  lui  est  opposée,  c'est-à-dire 
celle  de  la  résultante,  sera  dans  l'angle  des  deux  forces. 

Si  les  deux  forcessont  égales,  la  résultante  sera  dirigée 
su  liant  la  bissectrice  de  l'angle  des  forces. 

Supposons,  en  effet,  qu'elle  ait  une  autre  direction  et 
liaisons  tourner  de  deux  droits  Je  système  autour  de  la  bis- 
sectrice. La  résultante  aura  pris  une  position  svmétriqne 
par  rapport  à  la  bissectrice.  Or  les  deux  forces  coïncidant 
iivec  les  premières  devraient  aussi  donner  la  première  ré- 
sultante, et  le  même  système  en  aurait  deux,  ce  qui  est  im- 
possible. Donc  la  direction  de  la  résultante  ne  peut  être  que 
la  bissectrice. 

2(3.  Si  une  force  R  peut  remplacer  deux  forces  P  e^  Q 
appliquées  à  un  même  point,  réciproquement  Pe^  Q  en- 
semble pourront  remplacer  R. 

En  effet,  si  R  peut  remplacer  P  et  Q,  nous  venons  de  voir 
(|u"il  \  aurait  équilibre  entre  P,  Q,  —  R;  donc  P  et  Q  peu- 
vent remplacer  R,  puisque  leur  système  est  en  équilibr»* 
iivec  l'opposé  de  R  (n"  20)'. 

27.  Lorsque  deux  forces  égales  non  opposées  sont  appli- 
<pices  à  un  même  point,  elles  |)euvent  être  transportées 
parallèlement  à  elles-mêmes  en  un  point  quelconque  de  la 
bissectrice  de  leur  angle,  pourvu  »ju"il  soit  lié  invariable 
ment  au  premier.  Car  ces  forces  peuvent  être  renq>lacées 
par  une  seule,  dirigée  suivant  cette  bissectrice,  et  qui  peut 
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èlre  appliquée  en  un  quelconqtie  de  ses  points;  or,  en  ce 
point,  d'après  le  numéro  précédent,  elle  peut  être  décom- 
posée comme  elle  aurait  pu  1  être  au  premier  point  d'appli- 
cation, et  Ion  aura  ainsi  deux  forces  égales  et  parallèles 
aux  premières,  appliquées  en  un  point  quelconque  de  la 
Itissectrice. 

HÉSIMÉ   DES    PROPOSITIONS    ET    PRINCIPES   QUI    PRÉCÈDENT. 

28.  t"  On  jteut,  sans  rompre  léquilibrc  d'un  système, 
introduire  de  nouvelles  forces,  telles  que,  si  elles  étaient 
appliquées  seules,  elles  se  détruiraient  au  moyen  des  résis- 
tances et  efforts  que  peut  produire  le  système  et  qui  sont 
supposés  illimités. 

?"  On  peut,  sans  détruire  l'équilibre,  supprimer  le  groupe 
de  forces  ainsi  introduit,  et  généralement  tout  groupe  de 
forces  qui  sont  effectivement  détruites  par  les  résistances 
seules  du  système,  sans  le  secours  des  autres  forces. 

3°  On  peut,  sans  détruire  l'équilibre  d'un  système  quel- 
conque, y  supprimer  des  forces  telles,  que  l'ensemble  de 
forces  égales  appliquées  respectivement  aux  mêmes  points 
en  sens  contraires  seraient  en  équilibre  sur  le  système,  si 
elles  y  agissaient  seules. 

Cette  circonstance  pourrait  avoir  lieu  sans  que  les  forces 
rlles-mèmes  fussent  en  équilibre,  agissant  seules  sur  le  sys- 
tème. 

4°  Une  force  peut,  sans  changer  son  effet,  quel  quil  soit, 
être  appliquée  en  un  point  quelconque  de  sa  direction,  lié 
invariablement  à  celui  auquel  elle  était  d'abord  appliquée. 
11  n'est  même  pas  nécessaire  que  la  liaison  des  deux  points 
soit  complète. 

5"  Lorsqu'un  système  rigide  a  un  seul  point  fixe,  les  for- 
ces dont  la  direction  passe  par  ce  point  sont  détruites, 
puisqucUes  peuvent  être  appliquées  au  point  fixe.  S'il  y  a 
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un  axe  fixe,  les  forces  dont  la  direction  rencontre  cet  axe 
sont  détruites  par  lui,  puisqu'elles  peuvent  être  appliquées 
à  ce  point  de  rencontre  qui  est  fixe. 

Nous  admettrons  comme  résultat  de  l'expérience  ou 
comme  axiome,  que  toute  force  dont  la  direction  ne  passe 
pas  dans  le  premier  cas  par  le  point  fixe,  et  dans  le  second 
par  un  point  de  Taxe  fixe,  ne  sera  pas  détruite  et  déplacera 
le  système. 

()"  Une  force  appliquée  en  un  point  d'un  système  libre  ne 
peut  être  transportée  parallèlement  à  elle-même  en  un  point 
qui  ne  serait  pas  sur  sa  direction.  Elle  ne  peut  même  être 
remplacée  par  aucune  autre  qui  n'agirait  pas  suivant  la 
même  droite.  Il  résulte  delà  que  lorsqu'on  sait  qu'une  force 
appliquée  à  un  point  libre  peut,  sans  changer  d'effet,  être- 
appliquée  à  un  autre  lié  au  premier,  ce  second  point  est  sur 
la  direction  de  la  force. 

•f  Deux  forces  qui  ne  sont  pas  égales  et  opposées  ne 
peuvent  pas  se  faire  équilibre  sur  un  système  libre. 

8"  Lorsqu'un  système  quelconque  est  en  équilibre,  on 
peut  V  ajouter  ou  supprimer  des  parties  matérielles  qui 
n'altèrent  pas  les  liaisons  des  points  auxquels  les  forces  sonl 
appliquées. 

On  peut  rendre  fixes  des  points  du  système  qui  pouvaient 
se  déplacer,  et  l'équilibre  qui  existait  ne  sera  pas  troublé. 
Mais,  après  cela,  il  sera  permis  d'introduire  des  forces  qui, 
agissant  seules  sur  le  système  ainsi  modifié,  s'y  détruiraient, 
et  de  supprimer  des  forces  telles,  que  les  contraires  appli- 
<|uées  seules  s'y  détruiraient. 

9**  Un  groupe  de  forces  peut  en  remplacer  un  |)romitr 
sur  un  svstème  donné  quelconque  lorsqu'il  serait  en  équi- 
libre sur  ce  système  avec  le  contraire  de  ce  premier,  c'esl- 
à-dire  avec  un  groupe  composé  de  forces  égales  respective- 
ment à  celles  du  premier,  et  appliquées  aux  mêmes  points 
en  sens  contraires 
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Il  faut  bien  remarquer  que  cela  n'entraîne  pas  que  le  pre- 
mier groupe  pourrait  réciproquement  remplacer  l'autre  sur 
le  môme  système. 

En  d'autres  termes,  un  groupe  de  forces  peut  être  équi- 
valent à  un  autre,  relativement  à  un  système  de  points,  sans 
que  ce  dernier  soit  équivalent  au  premier  sur  le  même  sys- 
tème. 


CHAPITRE  II. 

COMPOSITION  ET  ÉQUILIBRE  DE  FORCES  APPLIQUÉES 
A  UN  MÊME  POINT. 


29.  La  recherche  de  la  résultante,  ou  la  composition  de 
forces  en  nombre  quelconque  appliquées  à  un  même  point, 
se  ramène  à  la  composition  de  deux  seulement  ;  car,  si  l'on 
cherche  d'abord  la  résultante  dedeux  quelconques  desforces, 
cette  résultante,  qui  peut  les  remplacer,  étant  composée 
avec  une  troisième,  donnera  une  résultante  qui  pourra  rem- 
placer ces  trois  forces  ;  en  la  composant  avec  une  quatrième, 
on  aura  une  force  qui  pourra  remplacer  ces  quatre,  et,  en 
continuant  ainsi  jusqu'à  la  dernière,  on  obtiendra  une  force 
qui  pourra  les  remplacer  toutes,  et  pourrait,  réciproque- 
ment, être  remplacée  par  elles  dans  tout  système  rigide  ou 
non  rigide.  Cherchons  donc  d'abord  la  résultante  de  deux 
forces  appliquées  à  un  point  libre. 

30.  Composition  de  deux  forces.  —  Parallélogrammi' 
des  forces. 

La  résultante  étant  appliquée  au  jioint  auquel  ces  forces 
le  sont  elles-mêmes,  il  ne  s'agit  plus  que  de  trouver  sa  di- 
rection et  son  intensité. 

On  commence  ordinairement  par  s'occuper  de  la  direc- 
tion, et  on  distingue  deux  cas,  celui  où  les  deux  forces  ont 
une  commune  mesure,  et  celui  où  elles  n'en  ont  pas.  Dans 
le  j)rcmier  cas,  la  considération  répétée  de  deux  forces 
égales  appliquées  à  un  même  point,  et  qui  peuvent  être 
transportées  parallèlement  à  elles-mêmes  en  un  point  quoi 
conque  de  la  bissectrice,  conduit  à  celte  conséquente  ([ur  : 
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La  résultante  de  deux  forces  commensurables  appli- 
quées à  un  même  point  peut,  sans  changer  d^ effet,  être 
transportée  parallèlement  à  elle-même  à  l  extrémité  de 
la  diagonale  du  parallélogramme  construitsur  lesdroites 
qui  représentent  les  forces  en  grandeur  et  en  direction. 

On  conclut  de  là  que  cette  extrémité  de  la  diagonale  est 
sur  la  direction  de  la  résultante,  qui  n'est  donc  autre  que 
celle  de  cette  diagonale  même.  Si  les  forces  sont  incom- 
mensurables, on  arrive  à  la  même  conclusion,  soit  par  la 
considération  des  limites,  soit  par  la  réduction  à  l'absurde. 

Corollaire.  —  Celte  proposition  générale  permet  réci- 
proquement de  trouver  le  rapport  de  deux  forces  appliquées 
à  un  même  point  lorsqu'on  connaît  leurs  directions  et  celle 
de  la  résultante. 

31.  Pour  en  déterminer  l'intensité,  on  remarque  qui!  \ 
aurait  équilibre  entre  les  deux  forces  données  et  une  troi- 
sième égale  et  opposée  à  la  résultante.  Cette  troisième  et 
l'une  des  deux  premières  auraient  donc  pour  résultante  une 
force  de  direction  opposée  à  la  seconde;  et  comme,  par 
conséquent,  on  connaît  le  rapport  de  cette  troisième  à  la 
première  qui  est  donnée,  on  connaîtra  donc  cette  troisième, 
qui  est  égale  à  la  résultante  cherchée. 

Les  constructions  simples  qui  représentent  ce  qui  \ient 
d'être  énoncé  montrent  que  l'intensité  de  la  résultante  est 
représentée  par  la  diagonale  du  parallélogramme  construit 
sur  les  deux  forces.  D'où  résulte  ce  théorème  fondamental  : 

La  résultante  de  deux  forces  quelconques  appliquées 
à  un  même  point.,  est  représentée  en  grandeur  et  en  di- 
rection par  la  diagonale  du  parallélogramme  construit 
sur  les  lignes  qui  représentent  ces  forces  en  grandeur  et 
en  direction. 

La  réciproque,  ou  la  décomposition  d'une  force  en  deux 
autres  passant  au  même  point,  est  é^^dente. 
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32.  Remorque.  —  Cette  diagonale  partage  le  ])arallélo- 
gramme  en  deux  triangles  dont  les  côtés  représentent  les 
deux  forces  et  leur  résultante,  et  dont  les  angles  sont  ceux 
que  font  entre  elles  les  directions  de  ces  trois  forces.  D'où 
résulte  que  les  divers  problèmes  que  l'on  peut  se  proposer 
sur  les  grandeurs  et  les  directions  de  deux  forces  et  de  leur 
résultante,  se  ramènent  immédiatement  à  la  construction 
ou  au  calcul  d'un  triangle. 

33.  Parallélépipède  des  forces.  —  Lorsque  trois  forces 
non  dans  un  même  plan  sont  appliquées  à  un  même  point, 
on  trouve,  en  les  composant  successivement,  que  la  résul- 
tante est  représentée  en  grandeur  et  en  direction  par  la  dia- 
gonale du  parallélépipède  construit  sur  les  trois  forces.  Cette 
diagonale  ne  peut  se  réduire  à  zéro  que  lorsque  les  trois 
composantes  sont  séparément  nulles.  C'est  donc  le  seul  cas 
où  les  trois  forces  non  dans  un  même  plan  ne  déplaceront 
pas  le  point  libre  auquel  elles  sont  appliquées. 

On  voit  que  les  divers  problèmes  auxquels  peut  donner 
lieu  la  considération  de  trois  forces  appliquées  à  un  point 
et  de  leur  résultante,  sont  ramenés  à  la  construction  ou  au 
calcul  d'un  parallélépipède.  Le  plus  simple  de  ces  problèmes, 
après  le  précédent,  est  celui  qui  a  pour  objet  de  décom- 
poser une  force  en  trois  autres  appliquées  au  même  point, 
dans  des  directions  données.  Il  revient  à  trouver  les  trois 
arêtes  d'un  parallélépipède,  connaissant  la  grandeur  et  la 
direction  de  la  diagonale,  ainsi  que  les  directions  des  arêtes. 

34.  Forces  en  nombre  quelconque.  —  La  composition 
successive  de  ces  forces,  que  nous  avons  indiquée  en  com- 
mençant, conduit  au  résultat  suivant,  d'après  la  règle  du 
parallélogramme  des  forces  : 

«  Par  l'extrémité  de  la  droite  qui  représente  l'une  quol- 
»   conque  des   composantes,  menez   une  droite   parallèle  à 
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»  l'une  des  autres,  de  même  sens  et  égale  ;  par  l'extrémité 
»  de  celle-ci,  une  droite  parallèle  à  l'une  de  celles  qui  res- 
»  tent,  de  même  sens  et  égale^  et  continuez  ainsi  jusqu'à 
»  la  dernière  composante,  en  les  prenant  dans  un  ordre 
"  quelconque;  la  droite  qui  joindra  le  point  d'application 
«  des  forces  à  l'extrémité  de  la  dernière  droite  construite 
»  représentera  la  résultante  en  grandeur  et  en  direction.  » 

On  voit  que,  si  toutes  les  foi'ces  changeaient  de  sens  sans 
changer  de  grandeur,  il  en  serait  de  même  de  la  résul- 
tante. 

Il  suit  de  là  que,  si  celte  ligne  polygonale  était  fermée, 
la  force  à  laquelle  les  proposées  sont  réduites  serait  nulle, 
et  les  forces  seraient  en  équilibre;  et  réciproquement. 

Mais,  comme  les  constructions  sont  le  plus  ordinaire- 
ment moins  commodes  que  les  calculs,  il  est  utile  de  tra- 
duire le  théorème  précédent  en  formules  algébriques.  Nous 
commencerons  par  chercher  directement  ces  formules,  puis 
nous  indiquerons  comment  elles  pourraient  être  déduites 
de  ce  théorème. 

RÉDUCTION   liE    TOUTES   LES    FORCES   A   TROIS   AUTRES   DIRIGÉES 
SUIVANT   DES    AXES   FIXES    QUELCONQUES. 

35.  Si,  par  le  point  d'application  de  ces  forces,  on  mène 
trois  axes  arbitraires,  et  qu'on  décompose  chaque  force  en 
trois  autres  dirigées  suivant  ces  axes,  toutes  les  composantes 
situées  sur  un  même  axe  se  réduiront  à  une  seule,  égale  à 
l'excès  de  la  somme  de  celles  qui  agissent  dans  un  sous  sur 
la  somme  de  celles  qui  agissent  en  sens  contraire;  et  cette 
force  sera  dirigée  dans  le  sens  de  la  plus  grande  des  deux 
sommes.  L'ensemble  des  forces  données  sera  donc  remplacé 
par  trois  forces  agissant  suivant  les  axes  choisis,  et  dans  un 
sens  bien  déterminé  pour  chacune  ;  et  pour  avoir  leur  résul- 
tante, qui  sera  celle  du  système,  il  suffira  d'appliquer  la 
règle  du  parallélépipède  des  forces. 

Duii.  —  Méth.  IV.  3 
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On  parviendrait  au  même  résullal  en  considérant  la  ligne 
polygonale  qui  faÏL  connaître  la  seconde  extrémité  de  la 
résultante.  En  eflel,  si  l'on  décompose  celte  dernière  sui- 
vant les  trois  axes,  en  menant  par  son  extrémité  trois  plans 
parallèles  à  ceux  des  axes  pris  deux  à  deux,  et  qu'ensuite  on 
mène  par  tous  les  sommets  de  la  ligne  polygonale  des  plans 
parallèles  à  ceux  des  axes,  on  voit  clairement  que  chacune 
des  trois  composantes  de  la  résultante  est  égale  à  la  résul- 
tante des  composantes  partielles  que  donneraient  toutes 
les  forces  proposées,  suivant  ces  mêmes  axes. 

INTRODUCTION   DES   SIGNES    DANS   LES    FORCES. 

36.  Nous  avons  dit  que  toutes  les  composantes  suivant 
un  même  axe  se  réduisaient  à  une  seule  force  égale  à  la 
différence  entre  la  somme  de  celles  qui  agissent  dans  un  sens 
et  la  somme  de  celles  qui  agissent  dans  l'autre,  et  que  cette 
iorce  agit  dans  le  sens  de  la  plus  grande  somme. 

Cet  énoncé  peut  être  simplifié  et  réduit  à  la  même  forme 
que  quand  toutes  les  forces  sont  dans  le  même  sens.  Il 
suffit  de  considérer  comme  des  nombres  absolus  ceux  qui 
mesurent  les  forces  dirigées  dans  l'un  des  deux  sens  choisi 
aibitrairomcnt,  et  comme  des  nombres  négatifs  ceux  qui 
expriment  les  forces  de  sens  contraire.  En  effet,  si  l'on 
ajoute,  suivant  les  règles  des  signes,  tous  ces  nombres,  tant 
positifs  que  négatifs,  ou  aura  une  somme  dont  la  valeur 
absolue  exprimera  la  grandeur  de  la  résultante,  et  dont  le 
signe,  indiquant  laquelle  des  deux  sommes  est  la  plus  forte, 
fera  connaître  le  sens  de  celle  résultante.  L'énoncé  géné- 
ral sera  ainsi  formulé  : 

Les  forces  agissant  sunant  une  nu/ne  droite  se  com- 
posent en  une  seule  égale  à  leur  somme,  et  agissant  dans 
le  sens  indiqué  par  son  signe. 

On  voit  encore  ici  que  nous  n'avons  introduit  les  signes 
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«lans  les  forces  que  pour  généraliser  l'énoncé  d'une  propo- 
sition. 

Si  l'on  désigne  par  X,  Y,  Z  les  composantes,  ainsi  enlen- 
lues,  de  lune  quelconque  des  forces,  les  composantes  de  la 
lésultanle  suivant  les  axes  seront 

vx,  y\\,  y?.. 

37.  Cas  où  les  axes  sont  rectangulaires.  —  Lorsque 
los  trois  axes  sont  rectangulaires,  l'expression  des  compo- 
santes leur  donne  précisément  les  signes  qui  conviennent 
,1  la  généralisation  que  nous  venons  d'indiquer. 

En  effet,  soit  P  l'une  quelconque  des  forces  données, 
>.,  6,  Y  les  angles  que  sa  direction  fait  avec  les  trois  sens  que 
Ion  a  choisis  sur  les  axes,  les  composantes  seront 

Poosa,      Pcosî^i,      Pcosy, 

,1  la  condition  de  regarder  comme  positives  celles  qui  feront 
<Ies  angles  aigus  avec  les  axes  positifs,  et  comme  négatives 
celles  qui  feront  des  angles  obtus,  P  étant  toujours  consi- 
déré comme  un  nombre  absolu.  En  ajoutant  toutes  celles 
qui  sont  suivant  un  même  axe,  on  aura  les  trois  résultantes 
des  forces  données,  qui  seront 

^Pco-y.,      ^Pro.ç.     ^Pcosy. 

Connaissant  ainsi  la  grandeur  et  le  signe  des  compo- 
santes, on  connaîtra  la  résultante  R  et  les'  angles  a,  6,  c 
quelle  fait  avec  les  axes. 

Dans  le  cas  des  axes  quelconques,  X,  Y,  Z  désignant  en 
grandeur  et  en  signes  les  composantes  de  la  résultante,  les 
('•qualions  de  celles-ci  seront 

X  Y 
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38.  E(juations  d'équilibre.  —  Pour  que  des  forces  ap- 
pliquées à  un  même  point  soient  en  équilibre,  il  faut  que 
la  force  unique  à  laquelle  on  les  réduit  soit  nulle,  et  par 
conséquent  que  ses  trois  composantes  suivant  des  axes 
obliques  ou  rectangulaires  soient  séparément  nulles,  ce  qui 
donne  les  trois  équations 


X 


Dans    le    cas  des    axes    rectangulaires,    ces    équations   de- 
viennent 

7Pcosa:=o,      ^Pcos6=:o,      7  P  ces  y  r=  o. 

Si  toutes  les  forces  étaient  dans  un  même  plan,  il  serait 
convenable  de  les  décomposer  suivant  deux  axes  situés 
dans  ce  plan,  et  alors  on  aurait,  pour  les  composantes  de 
la  résultante, 

et  pour  conditions  d'équilibre, 

2x=o,  2;v=o. 

Mais  on  pourrait  avoir  des  raisons  de  conserver  les  trois 
axes,  et  les  forces,  n'étant  dans  aucun  des  plans  de  ces 
axes,  devraient  encore  être  décomposées  en  trois  forces 
suivant  ces  axes,  et  la  résultante  aurait  encore  pour  com- 
posantes ^X,    ^^  •    ^'^^'   -^^^'^   '^    "*^    faudrait    plus   lroi> 

équations  :  deux  d'entre  elles  entraîneraient  la   troisième. 
Eu  effet,  si  l'éipiation  du  plan  des  forces  est 
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on  aura,  pour  chacune  des  forces, 
donc 

et  les  deux  équations^  X  =  o,  ^\  =  o  entraînent  la  troi- 
sième et  suffisent  par  conséquent. 

Si  toutes  les  forces  étaient  en  ligne  droite,  la  seule  équa- 
tion \^X=o  entraînerait  les  deux  autres  et  suffirait  par 
conséquent. 


CHAPITRE  III. 

COMPOSITION  ET  ÉQUILIBRE  DES  FORCES  PARALLÈLES, 


39-  Le  système  de  deux  forces  parallèles  appliquées  à  un 
système  rigide  libre,  c'est-à-dire  dont  le  déplacement  n'est 
assujetti  à  aucune  condition,  peut  être  considéré  comme  un 
cas  limite  de  deux  forces  concourantes. 

On  peut,  en  effet,  leur  substituer  d'abord  deux  forces 
passant  par  les  mêmes  points  d'application  et  concourant 
en  un  même  point  qui  s'éloigne  indéfiniment  sur  une  droite 
parallèle  aux  forces;  la  limite  de  la  résultante  de  ces  forces 
sera  la  résultante  des  deux  proposées.  On  obtient  facilement 
ainsi  la  solution  de  la  question. 

On  peut  aussi  considérer  directement  les  deux  forces 
parallèles,  comme  l'a  fait  Archimède,  qui  n'a  pas  connu  la 
composition  des  forces  concourantes  :  c'est  la  solution 
adoptée  par  Poinsot  dans  sa  Statique. 

On  peut,  enfin,  ramener  le  cas  des  forces  parallèles  à 
celui  des  forces  concourantes,  non  comme  limite,  mais  par 
la  simple  introduction  de  deux  forces  qui  se  détruisent  sur 
le  système  rigide,  et  (jui,  par  leur  combinaison  avec  les 
deux  proposées,  ramènent  immédiatement  à  la  règle  du 
parallélogramme  des  forces,  et  finalement  à  la  résultante 
cherchée.  On  parvient  ainsi  à  cette  proposition  : 

w  Deux  forces  parallèles  de  même  sens  ont  une  résid- 
»   tante  égale  à  leur  somme. 

»  Si  elles  sont  de  sens  différents,  et  inégales,  elles  ont 
»  une  résultante  égale  à  leur  différence  et  dirigée  ilans  le 
»  sens  de  la  plus  grande. 
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»   Si  elles  sont  de  sens  différents  et  égales,  elles  n'ont 

'   pas  de  résultante.  Et  il  faut  bien  remarquer  qu'elles  ne 

sont  pas  en  équilibre  sur  le  système  ;  car  il  y  aurait  encore 

■  équilibre  en  y  fixant  un  axe  rencontrant  l'une  des  deux 

>  forces  seulement.  La  force  restante,  qui  ne  rencontre  pas 

>  l'axe,  ne  devrait  donc  pas  mettre  le  système  en  mouve- 
'   ment;  ce  qui  est  contraire  à  l'un  de  nos  principes. 

»  Quand  il  v  a  une  résultante,  elle  est  dans  le  plan  des 

■  composantes,  et  rencontre  la  droite  qui  joint  leurs  points 

■  d'application  en  un  point  tel,  que  chacune  des  trois  forces 
'  est  proportionnelle  à  la  partie  de  cette  droite,  comprise 
)   entre  les  deux  autres.  » 

40.  Quoiqu'une  force  puisse  toujours  être  appliquée  en 
un  point  quelconque  de  sa  direction,  lié  au  premier,  on 
;ippelle  spécialement /?om;  d'application  de  la  résultante, 
celui  où  elle  rencontre  la  droite  qui  passe  par  les  points 
auxquels  sont  réellement  appliquées  les  composantes.  Ce 
point  jouit  de  la  propriété  remarquable  d'être  indépendant 
de  la  direction  des  composantes,  et  même  de  leur  grandeur 
absolue;  il  ne  dépend  que  du  parallélisme,  du  sens  relatif 
et  du  rapport  des  deux  composantes. 

41.  Composition  d'un  nombre  quelconque  de  forces 
parallèles.  —  En  composant  ensemble  toutes  les  forces  de 
même  sens,  on  arrive,  dans  le  cas  le  plus  général,  à  deux 
forces  de  sens  contraire.  Si  elles  sont  égales,  et  non  direc- 
tement opposées,  il  n'v  a  pas  de  résultante;  et  si  elles  sont 
directement  opposées,  il  y  a  équilibre.  Si  elles  sont  inégales, 
il  existe  une  résultante  égale  à  la  différence  entre  les  deux 
sommes  des  forces  respectivement  de  même  sens  et  dirigée 
dans  le  sens  de  la  plus  grande  somme;  son  point  d'applica- 
tion se  déterminera  comme  nous  l'avons  dit. 

Centre  des  forces  parallèles.  —  En  composant  d'abord 
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deux  des  forces  de  même  sens,  puis  leur  résultante  avec 
une  troisième  de  même  sens,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  la 
dernière  de  celles  de  même  sens,  et  prenant  toujours  pour 
point  d"aj)plicalion  des  résultantes  partielles  successives 
celui  que  nous  avons  défini  précédemment;  agissant  de 
même  pour  les  forces  du  sens  opposé,  et  de  même  pour  la 
composition  de  ces  deux  résultantes  de  sens  contraires,  on 
obtient,  si  elles  sont  inégales,  une  résultante  dont  le  point 
d'application  ne  dépend  ni  de  la  direction  des  forces,  ni  de 
leurs  grandeurs  absolues,  mais  simplement  du  sens  respectif 
et  du  rapport  des  forces.  On  le  nomme  centre  des  forces 
parallèles. 

THÉORÈME  DES  MOMENTS.  —  SON  USAGE. 

42.  Nous  venons  de  ramener  la  détermination  de  la  résul- 
tante à  celle  du  centre  des  forces  parallèles  ;  mais  le  procédé 
qui  nous  a  conduit  à  démontrer  son  existence  est  peu  com- 
mode pour  sa  détermination. 

Les  points  d'application  des  forces  sont  donnés  par  leurs 
coordonnées,  et  il  est  naturel  de  chercber  à  déterminer  le 
centre  par  les  siennes;  de  sorte  qu'on  est  naturellement  con- 
duit à  chercber  des  équations  entre  ces  dernières,  celles 
des  points  donnés  et  les  grandeurs  des  forces.  Par  des  rai- 
sons générales,  données  ailleurs,  les  coordonnées  devront 
être  considérées  avec  leurs  signes,  comme  dans  toutes  les 
équations  démontrées  jusqu'ici  :  sans  quoi,  dans  une  même 
question,  il  faudrait  entendre  de  différentes  manières  des 
choses  qui  recevraient  le  même  nom.  Et  si,  en  agissant 
ainsi,  on  ne  jiouvait  avoir  d'équations  générales,  on  serait 
obligé  do  distinguer  plusieurs  cas,  ce  qui  n'aurait  d'incon- 
vénients que  sous  le  rapport  de  la  simplicité. 

Heureusement  que  les  deux  sens  que  présentent  les  forces 
ollrent  une  ressource  qu'on  pourra  utiliser:  et  l'on  recon- 
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naîlra  cffecllvement  que  les  équations  que  nous  cherchons 
peuvent  s'énoncer  et  s'écrire  d'une  manière  unique  pour 
tous  les  cas,  en  considérant  les  signes  des  coordonnées 
(•omme  nous  l'avons  fait  jusqu'ici,  et,  de  plus,  en  regardant 
les  forces  dirigées  dans  l'un  des  sens  comme  représentées 
par  des  nombres  absolus,  et  par  des  nombres  négatifs  celles 
qui  sont  dirigées  dans  le  sens  opposé. 

43.  En  considérant  d'abord  deux  forces  parallèles,  de 
même  sens,  et  un  plan  quelconque  par  rapport  auquel  leurs 
points  d'application  soient  d'un  même  côté,  les  relations 
([ui  existent  entre  les  grandeurs  des  forces  et  de  leur  résul- 
tante et  les  distances  des  points  d'application  de  ces  trois 
forces,  conduisent  à  cette  proposition  : 

<(  Si  l'on  fait  les  produits  de  chacune  des  deux  forces  et 
•>  de  leur  résultante  par  les  distances  respectives,  obliques 
i>  ou  rectangulaires,  de  leurs  points  d'application  au  plan, 
»  la  somme  des  deux  premiers  sera  égale  au  troisième. 
»  Mais  si  les  points  d'application  des  forces  n'étaient  pas 
•>  d'un  même  côté  du  plan,  ce  serait  la  différence  des  pro- 
►  duits  qu'il  faudrait  substituer  à  la  somme,  et  le  point 
»  d'application  de  la  résultante  serait  du  même  côté  que 
»  celui  qui  correspond  au  plus  grand  produit.  » 

On  voit  par  là  quelles  sont  les  diverses  circonstances 
qu'il  est  nécessaire  d'examiner,  et  l'on  reconnaîtra  facile- 
ment que  les  différentes  équations  qui  leur  correspondent 
peuvent  être  renfermées  dans  une  seule,  en  regardant 
comme  positives  les  perpendiculaires  situées  d'un  côté  du 
plan,  et  comme  négatives  celles  qui  sont  situées  de  l'autre. 
En  désignant  sous  le  nom  de  moment^  par  rapport  au  plan, 
le  produit  dune  force  par  la  perpendiculaire,  positive  ou 
négative,  abaissée  de  son  point  d'application  sur  le  plan, 
et  regardant  les  forces  comme  des  grandeurs  absolues, 
l'équation  qui  renferme  tous  les  cas  s'énoncera  ainsi  : 
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Le  moment  de  la  résultante  par  rapport  à  un  plan 
quelconque  est  égal  à  la  somme  des  moments  des  com- 
posantes. 

Si  les  deux  forces  n'étaient  pas  de  même  sens,  celte  équa- 
tion se  trouverait  modifiée  dans  les  signes  des  termes. 
Mais  on  reconnaît  facilement  qu'on  se  procurera  l'avantage 
de  réunir  ces  diverses  formes  en  une  seule,  en  considérant 
comme  positives  les  forces  dirigées  dans  Tun  des  deux  sens 
choisi  à  volonté,  et  comme  négatives,  celles  qui  sont  diri- 
gées en  sens  r<intraire. 

44.  Cas  d'un  nombre  quelconque  de  forces.  —  En 
appliquant  ce  théorème  à  deux  des  forces,  puis  àleurrésid- 
lante  et  une  troisième  force,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  la 
dernière,  on  arrive  sans  difficulté  au  théorème  suivant  : 
u  Lorsque  des  forces  parallèles  quelconques  ont  une  ré- 
sultante, le  moment  de  cette  force  par  rapport  à  un  plan 
quelconque  est  égal  à  la  somme  des  moments  des  com- 
posantes, à  la  condition  de  regarder  les  forces  dirigées 
dans  un  sens  comme  positives,  et  celles  qui  sont  dirigées 
en  sens  contraire  comme  négatives:  les  perpendiculaires 
situées  d'un  côté  du  plan  comme  positives,  et  celles 
situées  de  l'autre  comme  négatives;  et  en  entendant  que 
les  sommes  et  les  produits  seront  faits  suivant  les  règles 
démontrées  dans  l'addition  et  la  multiplication  des  poly- 
nômes.   » 

On  voit  ici,  comme  toujours,  que  les  quantités  négatives 
sont  introduites  pour  renfermer  plusieurs  formules  en  une 
seule,  et  qu'il  n'y  a  aucune  règle  à  démonln-r  sur  ces  quan- 
tités négatives  isolées,  puisque  la  manière  de  les  traiter  a 
été  une  condition  de  la  généralisation,  fournie  par  la  com- 
paraison des  formes  diverses  des  équations. 
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EXPRESSION    DE    LA   RÉSULTANTE    ET    DES   COORDONNÉES   DE   SON 
POINT   d'application. 

Soient  P,  P',  P',  ...  les  nombres  positifs  ou  négatifs 
qui  expriment  les  forces;  .r,  j',  z  les  coordonnées  du  point 
d'application  de  la  force  P;  x',  y,  z'  celles  du  point  d'ap- 
plication de  P',  et  ainsi  de  suite;  R,  la  valeur  de  la  résul- 
tante en  grandeur  et  en  signe;  x^,y^,  r,  les  coordonnées  de 
son  point  d'application,  ou  du  centre  des  forces  parallèles. 
On  aura,  d'après  ce  qui  vient  d'être  dit,  en  prenant  les 
moments  successivement  par  rapport  à  chacun  des  plans 
coordonnés, 

R  =r  P  4-  P'  -^  P"  +  .  .  . , 
Ra,  —  P.r  4-  V'x'-^  P\r%-  .  .  . , 
Rj,=P>  -hPy  +  PV'-T-..., 
Ri;,  =Fz^V'z'  H-P^y  +.... 

On  connaîtra  donc  immédiatement  la  grandeur  et  le 
sens  de  la  résultante,  et  les  coordonnées  de  son  point 
d'application. 

équations   d'équilibre    des    FORCES    PARALLÈLES. 

4o.  Il  faut  d'abord  s'expliquer  nettement  sur  la  position 
de  la  question,  et  déclarer  si  l'on  veut  des  équations  qui 
assurent  l'équilibre,  quelle  que  soit  la  direction  des  forces, 
comme  nous  avons  trouvé  la  détermination  du  point  d'ap- 
plication de  la  résultante,  quand  elle  existe  ;  ou  bien  si  l'on 
veut  des  équations  qui  assurent  l'équilibre  de  forces  paral- 
lèles à  une  direction  bien  déterminée. 

1°  Supposons  d'abord  que  l'équilibre  doive  avoir  lieu, 
quelle  que  soit  la  direction  des  forces,  et  commençons, 
comme  nous  l'avons  déjà  fait,  par  réduire  le  système  de 
toutes  les  forces  aux  deux  résultantes  des  forces  respective- 
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ment  de  même  sens  :  pour  qu'il  y  ait  équilibre,  il  faut  que 
ces  deux  forces  soient  égales  et  directement  opposées. 

D'abord,  pour  qu'elles  soient  égales  et  de  sens  contraire, 
il  faudra  que  l'on  ait 

P-f-P'+P"  +  ...  =  o. 

Pour  qu'elles  soient  directement  opposées,  quelle  que  soil 
leur  direction,  il  faut  que  les  deux  points  d'application  des 
résultantes  partielles,  égales  et  de  sens  contraire,  coïn- 
cident. 

Or,  pour  que  deux  points  coïncident,  il  est  nécessaire  et 
suffisant  que  leurs  coordonnées  soient  égales  et  de  mêmes 
signes,  par  rapport  à  trois  plans  passant  par  un  même 
point. 

Ainsi,  en  considérant  d'abord  les  x  des  deux  points,  il 
faudra,  pour  qu'ils  soient  égaux  et  de  même  signe,  qu'en 
les  multipliant  par  les  résultantes  correspondantes  qui 
sont  égales  et  de  signe  contraire,  la  somme  soit  nulle.  El 
comme  cette  somme  est  égale  à  la  somme  totale  des  mo- 
ments Px  -h-  P'x'+  P"x"-t-.  .  .,  il  faudra  que  cette  dernière 
soit  nulle.  Il  en  serait  de  même  pour  les  deux  autres  axes  ; 
et  les  conditions  de  l'équilibre  seront 

(  I  )  P  -^    P'    -f-    P"   ^ . . .  =  o, 

i  Px4-P'a-'+P'x"-h...  =o, 

(  2  )  !  P7  -^  py  -+-  p  V + . . . = o, 

(  Vz  +  P'-'h-P"c"+...  =0. 

Si  tous  les  points  d'application  sont  dans  un  même  plan, 
la  troisième  des  équations  (2)  rentre  dans  les  deux  autres. 

S'ils  sont  en  ligne  droite,  les  équations  (a)  se  réduisent 
à  une,  la  direction  des  forces  restant  indéterminée. 

46.  Si  1  équilibre  doit  avoir  lieu  pour  une  seule  direc- 
tion bien   déterminée,   il  ne  sera  plus  nécessaire  que   les 
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polnls  d'application  des  deux  résultantes  partielles  coïnci- 
dent :  il  suffira  qu'ils  soient  sur  une  droite  parallèle  aux 
lorces.  Si  donc  on  prend  les  deux  plans  ZX,  ZY,  parallèles 
à  la  direction  des  forces,  il  suffira  que  les  deux  points  d'ap- 
plication aient  le  même  x  et  le  même  y\  ce  qui  n'exige 
plus  que  deux  équations.  Les  équations  d'équilibre  seront 
alors,  par  rapport  à  des  axes  quelconques,  parallèles  aux 

forces  : 

P  -^    P'   -+-    P"    -^...  =0, 

,   P^- -+- P'or' -+- P"^"  ^  .  .  .  =  o, 

^  ""  ^  '  P.v  -T-  P' r'  -f-  P"/'  -^ .  . .  =  o. 

Si  1  on  voulait  conserver  aux  axes  des  directions  arbi- 
traires, en  supposant  aux  forces  une  direction  déterminée, 
ré*|uation  (  i  )  subsiste  toujours  ;  et  si  l'on  suppose  les  forces 
parallèles  à  la  droite  x  ^  az,  y  :=  bz,  les  conditions  pour 
(|ue  les  points  d'application  des  deux  résultantes  partielles 
soient  sur  une  parallèle  à  cette  droite  seront 

ce  seront  les  conditions  d'équilibre. 

Si  l'on  a  f/  =  o,  ^  =:  o,  on  retombe  sur  les  équations  (3). 

47.  Si,  en  laissant  les  axes  quelconques,  on  suppose 
toutes  les  forces  dans  un  même  plan 

m  X  -\-  Il  y  -^  pz  -i-  (j  =  0, 

il  faudra  d'abord  que  la  droite  x  =:  (i~-,J'  =  bz  soit  paral- 
lèle à  ce  plan,  ce  qui  donne 

ani  -r-  bn  —  p  ^=z  o, 
et  les  équations 

que  nous  venons  d'établir  pour  le  cas  général  d'une  direc- 
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lion  fixe  des  forces,  deviendront,  en  remplaçant  les  ;;  par 
leur  valeur  tirée  de  l'équation  du  plan, 

byi\r  =  a^Pj-,     a^Py=b^Px, 

qui  n'en  font  qu'une. 

Les  équations  d'équilibre  seront  dans  ce  cas 

2;p=o,  2i'-=^2'>-. 

cl  il  est  remarquable  qu'elles  ne  dépendent  pas  de  la  posi- 
tion du  plan  des  forces. 

Si  l'on  voulait  que  les  forces  fussent  dans  le  plan  des  a: 
et  j>',  il  faudrait  que  les  équations  de  la  droite  parallèle, 
qui  sont 

se  réduisissent  à.  z  =^  o,  x  =  A' >',  A"  étant  un  nombre  donné. 
On  fera  tendre  la  droite  vers  cette  position,  en  faisant 

croître  a  cl  b  indéfiniment,  en  conservant  le  rapport  j  =  A, 

cl  il  faudra,  dans  les  équations  précédentes,  remplacer  j 
par  A,  ce  qui  donnera 

Si  les  forces  étaient  parallèles  à  l'axe  des  >■,  on  aurait 
A  =  o,  et  les  équations  d'équilibre  seraient 


COMPOSITION    ET   EQUILIBRE    DES   COUPLES. 

48.  Nous  avons  reconnu  que  deux  forces  parallèles  égales, 
de  sens  contraire,  mais  non   directcmcnl  opposées,  appli- 
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quées  à  deux  points  liés  invariablement  l'un  à  l'autre,  ne 
sont  pas  réductibles  à  une  force  unique,  et  ne  sont  pas 
non  plus  en  équilibre. 

On  s'élait  contenté  de  cette  remarque  jusqu'à  Polnsot, 
<|ui  a  fait  de  ces  singuliers  assemblages  de  forces  un  élé- 
nicnt  essentiel  de  la  théorie  de  l'équilibre  et  du  mouve- 
ment, iNous  les  désignerons,  avec  lui,  sous  le  nom  de 
couples. 

L'objet  de  cet  Ouvrage  étant  de  faire  connaître  l'enchaî- 
nemeut  et  la  liaison  des  idées,  en  partant  des  données  pre- 
mières, nous  nous  bornerons  ici  à  indiquer  les  principes  sur 
lesquels  se  fonde  Tcmploi  des  couples  :  les  théories  sui- 
\antes  en  montreront  l'usage. 

11  faut  d'abord  choisir  le  mo}en  le  plus  simple  pour  dé- 
terminer chaque  couple  en  particulier,  de  manière  qu'il  ne 
puisse  être  confondu  avec  aucun  autre.  Pour  la  détermina- 
lion  d'une  force,  on  donne  son  point  d'application,  sadirec- 
tiou  et  son  rapport  à  une  force  particulière,  prise  pour 
unité  ;  voyons  ce  qu'il  convient  de  donner  pour  la  déter- 
mination d'un  couple,  sans  s'occuper  aucunement  de  l'effet 
({u'il  produirait  sur  le  corps  auquel  il  sera  appliqué. 

La  première  chose  à  faire  connaître,  c'est  le  plan  dans 
lequel  se  trouvent  les  deux  forces  qui  forment  le  couple  ; 
ensuite  la  position  et  le  sens  de  chacune  des  deux  forces 
dans  ce  plan.  Mais  ces  données  peuvent  être  remplacées  par 
d'autres  beaucoup  plus  simples.  Pour  faciliter  le  langage, 
nous  appellerons  bras  de  levier  d'un  couple  une  perpendi- 
culaire abaissée  d'un  point  quelconque  de  l'une  des  forces 
sur  l'autre,  et  nous  prendrons  ses  extrémités  pour  les  points 
d'application  de  ces  forces. 

49.  Cela  posé,  on  démontre  facilement  que,  quel  que  soit 
l'eflet  d'un  couple,  il  ne  sera  pas  changé  si  on  le  déplace 
d'une   manière   quelconque   dans  son    j)lan,    en    y    faisant 
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j)rendre  à  son  bras  de  levier  une  position  et  une  direction 
arbitraires,  pourvu  (piil  soit  lié  invariablement  à  sa  posi- 
tion première.  On  démontre  en  second  lieu  que  l'effet  sera 
le  même  si  l'on  transporte  ensuite  le  couple  parallèlement 
à  lui-même,  dans  un  plan  quelconque  parallèle  au  premier, 
pourvu  toujours  que  dans  sa  nouvelle  position  son  bras  de 
levier  soit  lié  invariablement  à  la  précédente. 

La  conséquence  à  tirer  de  là,  c'est  qu'il  est  inutile  de 
donner  le  plan  même  dans  lequel  se  trouve  le  couple,  mais 
seulement  un  plan  quelconque  qui  lui  soit  parallèle;  et 
dans  ce  plan  on  peut  prendre  telle  position  qu'on  voudra 
pour  le  bras  de  levier  donné,  en  ayant  soin  que  les  deux 
forces  perpendiculaires  à  ce  bras  soient  dans  des  directions 
qui  permettent  la  coïncidence  des  deux  couples,  par  un 
simple  déplacement  dans  le  plan. 

oO.  La  détermination  de  cette  dernière  condition  tout  à 
lait  indispensable  se  lera  au  moyen  de  l'image  suivante. 

Supposons  qu'on  fixe  le  milieu  du  bras  de  levier  qui 
pourra  prendre  diverses  positions  autour  de  ce  point,  et 
qu'un  obsersateur  se  place  dans  la  perpendiculaire  menée 
par  ce  point  en  appuyant  ses  pieds  sur  le  plan.  Imaginons 
ensuite  que  le  bras  de  levier  tourne  de  manière  que  chacune 
de  ses  extrémités  se  déplace  dans  le  sens  où  elle  est  tirée 
par  la  force  qui  lui  est  appliquée.  L'observateur  verra  ce 
déplacement  s'effectuer  de  sa  gauche  vers  sa  droite,  ou  de  sa 
droite  vers  sa  gauche.  Mais  s'il  se  plaçait  sur  le  prolonge- 
ment de  la  perpendiculaire,  de  l'autre  côté  du  plan,  sur 
lecjucl  il  aurait  toujours  les  pieds  appuyés,  cette  même  rota- 
tion lui  apparaîtrait  en  sens  inverse.  Cela  posé,  nous  con- 
\enons  do  considérer  toujours  celle  des  deux  directions  delà 
perpendiculaire,  pour  laquelle  la  rotation  paraîtra  s'exécuter 
de  gauche  à  droite  ;  nous  la  nommerons  direction  de  l'axe 
(lu  couple,  et  le  sens  de  cette  rotation  sera  appelé  direct. 
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Il  suflîia  donc,  pour  la  complète  détermination  d'un 
couple,  de  faire  connaître  la  direction  de  son  axe,  prise  à 
partir  d'un  point  arbitraire,  l'intensité  des  forces,  et  la 
i;randeur  du  bras  de  levier. 

51.  Enfin  on  opérera  une  dernière  simplification  en  se 
fondant  sur  cette  proposition,  qu'on  pcul,  sans  cbanger 
l'effet  d'un  couple,  changer  la  force  et  le  bras  de  levier, 
j)Ourvu  que  leur  produit  reste  le  même. 

,  Il  en  résulte  en  effet  qu'il  est  inutile  de  connaître  sépa- 
rément la  force  et  le  bras  de  levier,  mais  qu'il  suffit  d'en 
connaître  le  produit,  auquel  nous  donnerons  le  nom  de  mo- 
ment du  couple.  Nous  le  représenterons  par  une  longueur 
[)ortée  sur  la  direction  de  l'axe,  à  partir  du  point  arbitraire 
par  lequel  on  aura  mené  cet  axe  ;  nous  appellerons  cette 
longueur  la  grandeur  de  l'axe;  et,  en  entendant  ainsi  les 
choses,  nous  pourrons  dire  : 

Un  couple  est  complètement  déterminé  par  la  direc- 
tion et  la  grandeur  de  son  axe. 

Remarque.  —  Le  moyen  que  nous  venons  d'indiquer 
pour  fixer  le  sens  d'une  rotation  peut,  au  premier  abord, 
paraître  bizarre,  comme  étant  fondé  sur  la  conformation  par- 
ticulière de  l'homme;  et  l'on  désirerait  peut-être  en  trouver 
un  plus  géométriipie.  Mais  ce  serait  se  faire  une  grande  illu- 
sion ;  car  il  n'est  ni  axes,  ni  équations  qui  puissent  faire  dis- 
tinguer l'un  de  ces  deux  sens  de  l'autre. 

Concevons,  par  exemple,  dans  un  plan,  deux  axes  rectan- 
gulaires AX,  AY,  et  un  cercle  de  rayon  R  ayant  son  centre 
en  A.  Un  point  parlant  du  [toint  B  de  rencontre  de  ce  cercle 
avec  AX  peut  tourner  dans  deux  sens  différents  que  l'on 
peut  faire  correspondre  aux  valeurs  d'un  angle  partant  de 
zéro  et  prenant  des  valeurs  positives,  ou  des  valeurs  néga- 
tives. On  pourra  donc  bien  exprimer  d'une  manière  diffé- 
rente le  sens  de  la  rotation  par  hupielle  le  rayon  vecteur  du 
DuH.  —  Méth.  IV.  4 
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point  commence  par  marcher  vers  l'axe  des  y  positifs,  ou 
vers  l'axe  des  r  néo^atifs.  Mais  rien  ne  peut  caractériser 
aucune  de  ces  rotations,  qui  ont  cependant  chacune  une 
existence  absolue  et  dilTérentc.  Dire  qu'un  déplacement  se 
fait  de  AX  vers  AY  ne  détermine  rien,  puisque  les  axes 
peuvent  avoir  deux  positions  relatives,  et  la  difficulté  serait 
de  les  distinguer;  ce  que  ni  la  géométrie  ni  le  calcul  ne 
peuvent  faire.  Il  n'y  a  que  la  conformation  de  l'homme  qui 
puisse  ici  lui  venir  en  aide  ;  sa  vue  s'exerce  d  un  seul  côté, 
et  sa  droite  ne  peut  être  confondue  avec  sa  gauche.  Lors  donc 
qu'il  dit  qu'il  voit  un  point  tourner  autour  de  lui,  de  sa 
gauche  vers  sa  droite,  ses  pieds  reposant  sur  le  plan  dans 
lequel  s'efTeclue  cette  rotation,  tous  les  hommes  auront  la 
connaissance  précise  du  sens  de  cette  rotation,  et  ne  le  con- 
fondront pas  avec  le  sens  contraire. 

De  même,  la  position  relative  de  deux  axes  rectangulaires 
sur  un  plan  se  distinguera  en  commençant  par  faire  choix 
du  côté  du  plan  où  l'on  veut  se  placer,  et  en  disant  si  la 
rotation  qui  amènerait  l'axe  des  a:  positifs  sur  l'axe  des  y 
positifs,  en  lui  faisant  décrire  un  angle  droit,  est  directe,  ou 
rétrograde,  c'est-à-dire  inverse. 

Dans  le  cas  de  trois  axes  rectangulaires,  il  y  a  une  circon- 
stance qui  ne  se  présente  pas  quand  il  n'y  a  que  deux  axes. 
Dans  ce  dernier  cas,  en  se  plaçant  d'un  côté  convenable  du 
plan,  on  aura  les  axes  dans  la  position  relative  que  l'on 
voudra,  et,  en  retournant  le  plan  des  deux  axes,  on  les  ferait 
coïncider  avec  ceux  qui  étaient  placés  dans  la  position 
inverse;  et  alors  les  formules  ne  dépendront  pas  de  cette 
position  relative.  Mais  si  l'on  a  deux  systèmes  de  trois  axes 
se  succédant,  les  uns  dans  l'ordre  XYZ,  les  autres  dans 
Tordre  \XZ,  il  sera  impossible,  par  aucun  déplacement, 
d'amener  les  axes  positifs  de  l'un  des  svstèmes,  sur  ceux 
de  l'antre.  Et  de  là  pourront  résulter  des  diflércnces  dans 
les  formules  dépendantes  de  doux  systèmes  d'axes,  suivant 
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qu'ils  seront  dans  le  même  ordre,  ou  en  ordre  inverse. 
Ces  deux  dispositions  possibles  des  x,  y,  z,  qu'aucun 
déplacement  ou  retournement  ne  peut  amener  à  coïncider, 
ne  peuvent  se  distinguer  l'un  de  l'autre  qu'en  disant  si  l'ob- 
servateur placé  dans  l'axe  positif  des  ^,  les  pieds  appliqués 
sur  le  plan  xv,  verrait  l'axe  des  x  positifs  marcher  vers  l'axe 
des  y  positifs,  par  une  rotation  directe  ou  rétrograde,  qui 
amènerait  la  coïncidence  des  deux  axes ,  lorsque  le  premier 
aurait  tourné  d'un  angle  droit. 

Comme  exemple  de  figure  susceptible  de  deux  sens  im- 
possibles à  distinguer  par  des  équations  on  procédés  géomé- 
triques, nous  citerons  encore  les  deux  hélices  de  même  pas 
qui,  tracées  sur  un  cvlindre,  en  imprimant  des  rotations 
inverses  aux  projections  des  deux  points  décrivants ,  ne 
peuvent  jamais  être  amenées  à  coïncider.  Elles  sont  essen- 
tiellement différentes,  et  forment  deux  tvpes  distincts.  Or 
il  n'v  a  aucun  moven  purement  mathématique  de  désigner 
l'un  de  ces  deux  tvpes  en  particulier.  On  pourra  bien  former 
deux  svstèmes  d'équations  qui  représentent  les  deux  types, 
mais  tous  les  procédés  purement  géométriques  seront  insuf- 
fisants pour  les  distinguer. 

Il  est  encore  nécessaire  pour  cela  de  recourir  à  la  même 
image,  et  de  supposer  un  observateur  placé  dans  l'axe,  les 
pieds  appuvés  sur  la  base  du  cylindre  et  regardant  les  deux 
points  qui  s'élèvent  en  tournant.  En  indiquant  le  sens  dans 
lequel  tourne  la  projection  du  point  décrivant,  on  a  l'un  des 
types,  parfaitement  caractérisé.  Ces  deux  types,  par  suite 
de  cette  image  même  qui  permet  de  les  distinguer,  ont  été 
désignés  sous  le  nom  d'hélice  dextrorsum,  et  d'hélice  sinis- 
trorsunt. 

1-0  règne  végétal  et  le  règne  minéral  en  offrent  des 
exemples. 
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COMPOSITION    DES   COtPLES. 


52.  i"  Cas  OÙ  les  axes  sont  parallèles.  —  Si  les  couples 
sont  dans  des  plans  parallèles,  on  les  ramènera  dans  un 
même  plan,  on  les  transformera  en  d'autres  qui  auront  un 
même  bras  de  levier  et  les  mêmes  moments  respectifs  que 
les  couples  donnés,  puis  on  amènera  tous  ces  bras  de  levier 
à  coïncider.  Il  est  visible  alors  que  toutes  les  forces  se  rédui- 
ront à  deux  égales  et  contraires  formant  un  couple  avant  le 
bras  de  levier  commun,  et  pour  valeur  des  forces  qui  le 
forment,  la  différence  entre  la  somme  de  toutes  celles  des 
couples  dans  un  sens,  et  celles  des  couples  de  sens  contraire, 
et  agissant  dans  le  sens  de  la  plus  grande  somme,  ce  qui 
donne  la  proposition  suivante  : 

«  Des  couples  situés  dans  des  plans  parallèles  se  com- 
»)  posent  toujours  en  un  seul,  situé  dans  un  plan  parallèle, 
»  a^'ant  un  moment  égal  à  la  différence  entre  la  somme  des 
»  moments  des  couples  agissant  dans  un  sens,  et  la  somme 
»  des  moments  des  couples  de  sens  contraire,  et  agissant 
»  dans  le  sens  de  ceux  qui  donnent  la  plus  forte  somme.  » 

Cette  proposition  peut  s'énoncer  plus  simplement  comme 
il  suit  : 

«  Pour  composer  des  couples  dont  les  axes  sont  paral- 
»  lèles,  il  suffit  de  transporter  en  un  même  point  tous  ces 
»  axes  qui  seront  alors  en  ligne  droite,  de  faire  la  somme  de 
»  tous  ceux  qui  sont  du  même  côté  de  l'origine  commune, 
»  et  de  retrancher  la  plus  petite  de  la  plus  grande  :  le  reste 
"  représentera,  en  direction  et  en  grandeur,  l'axe  du  couple 
»   résultant.    » 

Et  si,  pour  Minphlier  encore  cet  énoncé,  on  considère 
comme  positifs  les  axes  dirigés  dans  un  sens,  et  comme 
négatifs  ceux  qui  sont  dirigés  en  sens  contraire,  ce  qui  n'est 
nullement  obligatoire,  on  énoncera  ainsi  le  théorème  : 
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.  Dos  couples  quelconques  avant  leurs  axes  parallèles 
»  se  composent  en  un  seul  dont  l'axe,  parallèle  aux  pre- 
->->  miers,  est  représenté  en  grandeur  et  en  direction  par  la 
«   somme  algébrique  des  axes  des  couples  donnés.  « 

D'où  l'on  voit  que  la  composition  des  couples  (jui  onl 
leurs  axes  parallèles  est  identique  à  celle  de  forces  agissant 
suivant  une  même  droite. 

2°  Cas  où  les  axes  ne  sont  pas  parallèles.  —  En  consi- 
dérant d'abord  deux  couples  seulement,  et  transportant 
leurs  axes  en  un  même  point,  on  reconnaît  facilement  qu'fVs 
se  composent  en  un  seul  représenté  en  grandeur  et  en 
direction  par  la  diagonale  du  parallélogramme  con- 
struit sur  les  axes  des  couples  donnés. 

Il  est  inutile  de  faire  remarquer  que  composer  des  cou- 
ples dont  les  axes  sont  donnés,  c'est  composer  des  couples 
dont  les  plans  et  les  moments  sont  donnés,  et  cette  seconde 
question  peut  facilement  être  traitée  directement  :  il  en  est 
de  même  pour  la  décomposition  d'un  couple. 

Cette  composition  des  axes  est  identique  à  celle  de  deux 
forces  qui  seraient  substituées  aux  axes;  et  l'on  obtient 
ainsi  la  règle  générale  suivante,  qui  comprend  les  deux  cas, 
et  qui  ramène  à  une  question  déjà  traitée  : 

Pour  composer  des  couples  en  notyibie  quelconque  et 
dont  les  axes  ont  des  directions  quelconques^  il  suffit  de 
transporter  les  axes  de  ces  couples  en  un  même  point  qui 
soit  leur  origine  commune,  et  de  composer  ces  axes  comme 
s'ils  représentaient  des  forces;  la  résultante  de  celles-ci 
représentera  en  direction  et  en  grandeur  l'axe  du  couple 
résultant. 

Il  est  visible  que  cette  composition  ne  donne  lieu  à  au- 
cun cas  d'exception,  comme  on  en  a  rencontré  dans  le  cas 
des  forces  parallèles. 

Conditions  d'éciuilibre  des  couples.  —  Tous  ces  couples 
peuvent  toujours  se  réduire  à  un  seul  dont  on  peut,  par  ce 
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qui  précède,  déterminer  le  moment.  Mais  si  ce  couple 
existe,  nous  savons  qu'il  ne  peut  être  en  équilibre  sur  un 
système  rigide  libre  ;  il  est  donc  évident  qu'il  faut,  ou  que 
les  deux  forces  qui  le  composent  soient  nulles,  ou  que  ces 
forces  soient  directement  opposées,  c'est-à-dire  que  le  bras 
de  levier  soit  nul.  Il  n'v  a  donc  évidemment  équilibre  que  si 
le  moment  du  couple  résultant  est  nul. 

Or  la  condition  d'équilibre  de  forces  appliquées  à  un 
même  point  est  aussi  que  leur  résultante  soit  nulle.  On 
peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant,  en  se  dispensant 
de  reproduire  ce  qui  a  été  dit  sur  l'équilibre  de  forces  appli- 
quées à  un  même  point  : 

«  Pour  avoir  les  équations  qui  expriment  l'équilibre  de 
»  couples  en  nombre  quelconque,  il  suffit  de  transporter 
»  tous  leurs  axes  parallèlement  à  eux-mêmes  en  un  même 
»  point,  de  les  considérer  comme  représentant  des  forces 
<>  en  grandeur  et  en  direction,  et  d'exprimer  que  ces  forces 
»  sont  en  équilibre.  » 

Si  les  couples  sont  dans  des  plans  parallèles,  il  faut  donc 
que  la  somme  algébrique  de  leurs  moments  soit  nulle.  Dans 
le  cas  général  on  les  décomposera  suivant  trois  axes,  et  1  on 
aura,  comme  pour  les  forces,  trois  équations  d'équilibre. 


CHAPITRE  IV. 

COMPOSITION  ET  ÉQUILIBRE  DE  FORCES  QUELCONQUES 
APPLIQUÉES  A  l'N  SYSTÈME  RIGIDE  LIBRE. 


o3. Première  ré'luction  des  forces.  —  Toule  force  appli- 
(juée  en  un  point  d'un  svslème  rigide  peut  être  remplacée 
par  une  force  égale,  parallèle  et  de  même  sens,  appliquée  à 
un  point  quelconque  lié  invariablement  au  système,  plus 
un  couple  dont  Tune  des  forces  sera  la  proposée,  et  la 
seconde  passera  par  le  point  choisi.  C'est  ce  que  1  on  aperçoit 
immédiatement  en  introduisant  à  ce  point  deux  forces  égales 
et  conti'aires,  parallèles  à  la  première. 

Si  1  on  fait  cette  transformation  pour  toutes  les  forces 
appliquées  au  système,  leur  ensemble  sera  remplacé  par  ces 
mêmes  forces  transportées  parallèlement  à  elles-mêmes  en 
un  point  choisi  arbitrairement  et  lié  au  système,  plus  un 
nombre  égal  de  couples  bien  déterminés. 

Or  toutes  les  forces  appliquées  à  un  même  point  se  ré- 
duisant à  une  seule,  et  tous  les  couples  à  un  seul,  on  peut 
donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Des  forces,  en  nombre  quelconque,  cippliquées  à  un 
corps  solide,  ou  à  un  système  riside  quelconque, peui^ent 
toujours  être  réduites  à  une  force  et  un  couple. 

Cette  force  est  la  résultante  de  toutes  les  proposées 
transportées  parcdlèlement  à  elles-mêmes  en  un  point 
quelconque  lié  au  système.  Sa  grandeur  et  sa  direction  sont 
donc  indépendantes  de  ce  point. 

Les  couples  composants  et  le  couple  résultant  dépen- 
dent du  point  choisi. 
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34.  Conditions  pour  que  1rs  forces  appliquées  à  un 
corps  solide  libre  soient  en  équilibre.  —  Ces  forces  étant 
réduites  à  une  seule  force  et  un  couple,  il  est  facile  de  voir 
qu'il  ne  peut  y  avoir  équilibre  que  si  cette  force  et  le 
couple  sont  séparément  nuls.  En  effet,  si  une  force  et  un 
couple,  qui  ne  seraient  pas  nuls,  étaient  en  équilibre,  on 
pourrait,  sans  détruire  cet  équilibre,  fixer  un  point  sur  la 
direction  de  cette  force,  qui  se  trouverait  ainsi  détruite;  il 
ne  resterait  donc  plus  que  le  couple,  que  l'on  peut  trans- 
porter de  manière  qu'une  de  ses  deux  forces  passe  par  le 
point  fixe,  qui  la  détruira;  et  il  restera  une  force  qui  ne 
passera  pas  par  le  point  fixe,  et,  par  conséquent,  d'après  un 
des  premiers  principes,  déplacerait  le  corps.  On  arrive  ainsi 
à  ce  théorème  : 

Théorème.  —  Pour  que  des  forces  quelconques  appli- 
quées à  un  système  rigide  y  soient  en  équilibre,  il  est 
nécessaire  et  suffisant  que  toutes  ces  forces,  transportées 
parallèlement  à  elles-mêmes  en  un  même  point. y  soient  en 
équilibre  ;  et  que  les  couples  provenant  de  ce  transport, 
y  soient  de  leur  côté. 

Chacun  de  ces  équilibres  s'exprime  généralement  par 
trois  équations;  il  y  en  aura  donc  six  pour  exprimer  l'équi- 
libre d'un  système  rigide  :  nous  nous  occuperons  bientôt  de 
leur  formation. 

CoROLLAiHE  I.  —  Si  un  système  de  forces  est  en  équi- 
libre sur  un  corps  solide  libre,  le  système  de  ces  mêmes 
forces  changées  de  sens  y  sera  de  même. 

En  eflet,  si  l'on  opère  sur  chacun  de  ces  deux  systèmes 
la  réduction  que  nous  venons  d'indiquer,  en  prenant  le 
même  point  pour  y  transporter  les  forces,  on  aura  en  ce 
point,  ]>our  chacun  des  systèmes,  des  forces  égales  et  oppo- 
sées qui  donneront  deux  résultantes  égales  et  opposées,  et 
des  (■()U{)les  ([ui  auront  respect  inciuimiI  les  mêmes  j>l.uis,  les 
mêmes  nioruenls,  mais  des  sens  eoutraires  :  les  axes  de  ces 
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couples  seront  donc  respectivement  égaux  el  directement 
opposés.  Les  axes  des  couples  résultants  seront  donc  de 
même  grandeur  et  de  sens  directement  contraires. 

Cela  posé,  s'il  v  a  équilibre  dans  l'un  d'eux,  la  force  résul- 
tante et  le  couple  résultant  seront  nuls  séparément  ;  ils  le 
seront  donc  dans  l'autre,  qui  sera  par  conséquent  aussi  en 
équilibre. 

CoROLL.\iRE  II.  —  Si  un  groupe  de  forces  B  peut  en 
remplacer  un  autre  A  sur  un  corps  solide,  réciproque- 
ment A.  pourra  remplacer  B. 

En  effet,  d'après  l'hypothèse,  B  et  —  A  se  feraient  équi- 
libre sur  le  système  (le  signe  —  étant  mis  devant  le 
groupe  pour  indiquer  un  groupe  composé  de  forces  directe- 
ment opposées  à  celles  de  A,  comme  nous  en  avons  déjà 
prévenu  au  n°  20),  et  par  conséquent,  d'après  ce  qui  vient 
d'être  établi,  A  et  —  B  seraient  en  équilibre  :  donc  A  peut 
remplacer  B. 

C0ROLL.A.IRE  III.  —  Si ,  dans  un  système  de  forces  en 
équilibre  sur  un  corps  solide,  on  peut  supprimer  un 
groupe  de  forces  sans  détruire  l' équilibre,  ce  groupe 
appliqué  seul  y  serait  en  équilibre. 

En  effet,  soient  A  et  B  les  deux  groupes  qui  composent  le 
svstème  donné,  et  supposons  qu'on  puisse  supprimer  B  sans 
troubler  l'équilibre,  c'est-à-dire  que  A  seul  serait  en  équi,- 
libre,  et  par  suite  — A,  d'après  le  Corollaire  I.  Or,  —  A 
étant  en  équilibre  sur  le  svstème,  on  peut  supprimer  A  du 
système  AB  sans  troubler  l'équilibre,  par  suite  B  appliqué 
seul  serait  en  équilibre.  Il  en  résulte  que  —  B  v  serait 
aussi. 

Et  réciproquement,  si  un  groupe  M  appliqué  seul  k  un 
corps  solide  y  est  en  équilibre,  on  pourra  le  supprimer  dans 
tout  système  de  forces  en  équilibre  sur  ce  corps,  dont  il  ferait 
partie.  Car  il  suffit  pour  cela  que  — M  soit  en  équilibre, 
seul  sur  le  système;  ce  qui  est  en  effet,  puisque  M  y  est. 
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Corollaire  IV.  —  Si  dans  un  système  rie  fo?'ces  en 
éduilibre  sur  un  corps  solide,  on  peut  introduira  un 
groupe  A  sans  rompre  cet  état,  ce  groupe  appliqué  seul 
y  serait  en  équilibre. 

En  effet,  on  peut  commencer  par  introduire  les  deux 
groupes  A  et  —  A.  Or,  supprimer  ensuite  —  A,  c'est 
comme  si  l'on  avait  introduit  A  seul,  ce  qui,  par  hypothèse, 
ne  détruit  pas  l'équilibre.  La  suppression  de  —  A  ne  dé- 
truira donc  pas  l'équilibre  existant;  donc,  d'après  le  troi- 
sième corollaire,  ce  groupe  serait  en  équilibre  s'il  était  appli- 
qué seul  sur  le  système.  Le  groupe  contraire  A  y  est  donc 
aussi  ;  ce  qu'il  fallait  prouver. 

Corollaire  V.  —  Si  des  forces  sont  en  équilibre  sur  un 
système  non  rigide,  etqu' on  puisse  introduire  un  groupe  A 
sans  rompre  cet  état,  ce  groupe  serait  en  équilibre  sur 
le  même  système  rendu  rigide. 

En  effet,  les  premières  forces  eu  équilibre  sur  le  svs- 
lème  non  rigide  y  seraient  encore  si  l'on  rendait  ce  svstème 
entièrement  rigide;  et  le  système  non  rigide  étant  en  équi- 
libre ajirès  l'introduction  de  A,  il  en  serait  encore  de  même 
de  ce  système  rendu  rigide.  Or  ce  dernier  état  de  choses  est 
celui  que  l'on  obtiendrait  en  introduisant  A  dans  le  système 
rigide  auquel  seraient  appliquées  les  premières  forces,  et 
qui  serait  en  équilibre;  et,  cette  introduction  ne  rompant 
pas  l'équilibre,  le  groupe  A,  appli(jué  seul  sur  le  SNSlème 
rendu  rigide,  y  serait  en  équilibre  :  ce  qu'il  fallait  prouver. 

Corollaire  VL  —  Si  Von  peut  supprimer  un  groupe  \ 
sur  un  système  non  rigide  en  équilibre,  sans  détruire  cet 
état,  le  groupe  A  serait  en  équilibre,  appliqué  seul  sur  le 
système  rendu  rigide. 

En  effet,  la  suppression  de  A  équivaut  à  l'introduction 
de  —  A.  Or,  cette  introduction  ne  troublant  pas  l'écpiilibre, 
par  hypothèse,  il  suit  du  corollaire  précédent  que  le  gi'oupe 
—  A  sérail  rn  équilibre  s'il  ('-lait  aj)pli(pié  ^«'ul  sur  le  svs- 
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tème  rendu  rigide.  Il  en  serait  donc  de  même  de  A  :  ce  qu'il 
tallait  démontrer. 


CONDITION    POUR   Ql  IN    SYSTEME    DE    FORCES   APPLIQUEES 
A    UN   CORPS   SOLIDE  AIT   UNE   RESULTANTE. 

00.  Pour  qu'un  système  de  forces  non  en  équilibre  soit 

réductible  à  une  force  unique,  il  est  nécessaire  et  suffisant 

|u  en  introduisant  une  certaine  force  il  y  ait  équilibre.  Car, 

^i  le  système  proposé  peut  être  remplacé  par  une  force  uni- 

(|ue,    il   serait   en    équilibre   si  l'on  introduisait  une  force 

I  j^ale  et  contraire;  et  réciproquement  si  le  système  proposé 
rst  mis  en  équilibre  par  l'introduction  dune  certaine  force 
S,  ce  qui  entraine  qu  il  y  ait  équilibre  entre  le  système 
(  ontraire  et  —  S,  il  s'ensuit  que  —  S  peut  remplacer  le 
[)remier  système  (n''20),  et,  par  conséquent,  ce  dernier  a 
une  résultante  —  S.  Or  nous  avons  yu  que  tout  système  de 
lorces  appliquées  à  un  corps  rigide,  peut  être  réduit  à  une 
lorce  et  un  couple;  il  est  donc  nécessaire  et  suffisant  que 
rette  force  et  celle  que  l'on  introduira  détruisent  le  couple. 
Or  ces  deux  forces  peuvent  toujours  se  réduire  à  un  couple 
et  une  force  ;  et  il  faut  que  cette  dernière  force  soit  zéro  : 
car,  sans  cela,  il  faudrait  qu'elle  fût  en  équilibre  avec  le 
couple  résultant  des  deux  autres,  ce  qui  est  impossible.  Les- 
deux  forces  doivent  donc  former  simplement  un  couple;  et 
ce  couple  doit  détruire  le  couple  résultant.  Il  doit  donc  être 
dans  un  plan  parallèle  à  celui  de  ce  dernier;  et,  par  consé- 
quent, la  résultante  des  forces  transportées  en  un  même 
point  doit  être  parallèle  au  plan  du  couple  résultant,  et  ne 
pas  être  égale  à  zéro.  Et  réciproquement,  s'il  en  est  ainsi, 

II  existera  évidemment  une  force  qui  formera  avec  la  résul- 
tante un  couple  ayant  son  plan  parallèle  à  celui  du  couple 
résultant,  le  même  moment  et  le  sens  contraire,  et  les  dé- 
truira par  conséquent;  d'où  il  résulte  que  le  système  des 
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forces  sera  réductible  à  une  force  unique.  On  obtient  ainsi 
la  proposition  suivante  : 

Pour  rfue  des  forces  appliquées  à  un  système  rigide 
aient  une  résultante,  il  est  nécessaire  que  ces  forces,  trans- 
portées en  un  même  point,  donnent  une  résultante  paral- 
lèle au  plan  dit  couple  résultant. 

ÉQIATIO.NS    D'ÉgVILIBRE    d'iN    SVSTÈME   QUELCONQUE    DE   FORCES 
APPLIQUÉES    A    UN   CORPS    SOLIDE    LIBRE. 

36.  Nous  avons  montré  que,  pour  que  des  forces  quel- 
conques appliquées  à  un  corps  solide  fussent  en  équilibre, 
il  était  nécessaire  et  suffisant  que  toutes  ces  forces,  trans- 
portées parallèlement  à  elles-mêmes  en  un  point  quelcon- 
que lié  au  corps,  donnassent  une  résultante  nulle,  et  que 
le  moment  du  couple  résultant  fût  aussi  nul.  Il  ne  s'agit 
plus  que  d  exprimer  ces  conditions  par  des  équations.  Nous 
prendrons,  pour  plus  de  généralité,  un  système  d'axes  de 
coordonnées  obliques. 

Désignons  les  forces  données  par 

P,    P',    v\     ... 
et  par 

xyz,     x'y'z',     x"y"z\      ... 


les  coordonnées  de  leurs  points  d'application  respectifs 
M,     M'.     M 

Nous  choisirons  1  origine  des  coordonnées  pour  le  point 
où  les  forces  seront  transportées  parallèlement  à  elles- 
mêmes,  en  vue  de  réduire  le  système  à  trois  forces  suivant 
les  axes,  en  trois  couples  suivant  les  plans  coordonnés. 

Mais,  pour  calculer  plus  lacilement  les  momenls  de  ces 
trois  couples,  nous  commencerons  par  décomposer  chaque 
force,  en  son  point  même  d'application,  en  trois  forces  pa- 
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rallèles  avix  axes,  et  ce  sont  ces  composantes  que  nous  trans- 
porterons à  l'origine  où  elles  se  trouveront  dirigées  suivant 
les  axes  mêmes.  Ces  composantes  seront  les  mêmes  que  si 
l'on  avait  transporté  les  forces  P,  P', . .  .  à  l'origine,  et  qu'on 
les  eût  ensuite  décomposées  suivant  les  axes;  mais  il  sera 
bien  plus  facile  de  calculer  les  moments  et  de  reconnaître 
le  sens  des  couples  composants  situés  dans  les  plans  des 
axes.  Prenons  lune  quelconque,  P,  des  forces  données, 
et  désignons  par  X.  \  ,  Z  les  trois  composantes  parallèles 
aui.  axes,  et  appliquées  au  même  point  M  que  la  force  P. 

La  composante  Z  sera  remplacée  par  une  force  égale  et  de 
même  sens,  située  dans  l'axe  AZ,  et  par  un  couple  situé 
dans  le  plan  ZAM,  qui  pourra  être  décomposé  en  deux  cou- 
ples situés  dans  les  deux  plans  coordonnés  qui  se  coupent 
suivant  AZ.  En  agissant  de  même  pour  la  composante  Y, 
on  aura  deux  couples  situés  dans  les  doux  plans  qui  se  cou- 
pent suivant  A\  ;  et  enfin  la  composante  X  donnera  deux 
couples  situés  dans  les  deux  plans  qui  se  coupent  suivant 
l'axe  AX;  de  sorte  que  chaque  plan  coordonné  contiendra 
deux  couples,  dont  il  faut  calculer  le  moment  et  reconnaî- 
tre le  sens.  Les  formules  que  nous  allons  obtenir  seront 
générales,  sous  une  forme  unique,  aux  mêmes  conditions 
que  dans  tout  ce  qui  précède;  c'est-à-dire  en  regardant  :  les 
coordonnées  x^y.  z  comme  positives  quand  elles  sont  de 
même  sens  que  les  directions  respectives  AX,  AY.  AZ;  les 
forces  parallèles  dans  un  même  plan  comme  positives  ou 
négatives,  suivant  qu'elles  sont  dirigées  dans  le  sens  des 
actes  positifs  ou  en  sens  contraire;  et  les  moments  comme 
positifs  ou  négatifs  dans  un  même  plan  coordonné,  suivant 
qu'ils  seront  dans  le  sens  direct  ou  rétrograde  pour  un  ob- 
servateur situé  du  même  côté  de  ce  plan  que  Taxe  des  coor- 
données qui  ne  s'v  trouve  pas. 

D'abord,  les  forces  dirigées  suivant  les  axes  se  réduiront 
à  trois,  avant  respectivement  pour  expressions  les  sommes 
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algébriques 

X-f-X'-+-X"-f-..  .. 
Y  -+-  Y'  -H  Y"  -f- .  .  . , 
Z  +  Z'  -^  Z"  -^  .  .  . . 
ou 

2-^'  2^'  H^- 

Soient  maintenant  Q  le  point  où  la  composante  Z  en  M 
perce  le  plan  xr  ;  AS,  AT,  Vx  et  Vj-  de  M  ou  de  Q  (Jig'.  4)  ; 

Fis.  4. 


le  couple  dont  les  deux  forces  Z  sont  appliquées  en  A  et 
Q  est  celui  (|ui  proviendra  de  la  composante  Z  sur  A;  et  si 
en  Z  on  introduit  deux  forces  Z,  — Z,  qui  se  détruisent,  on 
aura,  au  lieu  du  premier  couple,  deux  couples  ayant  Z  pour 
forces,  et  l'un  dans  le  plan  zx,  ayant  pour  bras  de  levier 
oblique  AS  ouj:,  l'autre  avant  pour  bras  de  levier  oblique 
QS,  et  qu'on  peut  transporter  dans  le  j>lan  parallèle  :;^>',  où 
son  bras  de  levier  sera  AT  ou  y.  Et  lanyle  de  la  force  et 
du  brus  de  levier  de  chacun  de  ces  couples  est  précisément 
celui  des  deux  axes  dans  le  plan  desquels  il  se  trouve.  On 
obtiendra  semblablemcnt  les  couples  produits  par  les  deux 
autres  composantes. 

En   supposant  d'abord  les   trois  coordonnés  x,  >',  :;,   et 
les  composantes  \.  V,  Z,  diriijées  dans  le  sens  des  axes  po- 
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sitifs,   la  force  P,   pour  la  somme  des  moments  des  deux 
roupies,  sera  : 
Dans  le  plan  YZ, 

I  rZ  —  cil  ")  sin  >\;  : 

Dans  le  plan  ZX. 

I  ;\  —  J*Z)  sin^x; 

Dans  le  plan  X^  , 

{.v\ —  rX)sina'y. 

Or  on  reconnaîtra,  par  une  discussion  très  simple,  que, 
quelles  que  soient  les  directions  des  coordonnées  et  des 
composantes,  les  expressions  précédentes  représenteront 
toujours,  en  grandeur  et  en  signes,  les  moments  des  couples 
fournis  par  la  force  P,  à  la  condition  que  les  coordonnées 
et  les  composantes  seront  regardées  comme  positives  quand 
elles  seront  dirigées  dans  le  sens  des  axes,  et  comme  néga- 
tives dans  le  sens  contraire;  et  que  les  moments  positifs 
correspondront  au  sens  direct  des  couples,  et  les  moments 
négatifs  au  sens  inverse.  Et  tout  cela  est  démontré  à  la  con- 
dition que  les  opérations  sur  toutes  les  quantités  négatives 
seront  exécutées  suivant  les  règles  démontrées  dans  le  cas 
des  polvnômes.  Il  n'v  a  donc  aucune  question  à  faire  à  cet. 
égard,  cette  manière  d'opérer  étant  la  condition  de  la  gé- 
néralité, qu'on  peut  ne  pas  vouloir,  mais  qu'on  ne  peut 
obtenir  qu'à  ce  prix. 

Maintenant,  si  l'on  fait  la  somme  algébrique  de  toutes  les 
expressions  analogues  que  fournissent  les  autres  forces,  P', 

P' on  aura,  en  sfrandeur  et  en  signes,  les  moments  des 

couples  résultants  dans  les  trois  plans  coordonnés.  Et  comme 
des  couples  situés  dans  trois  plans  qui  n'ont  qu'un  point 
commun,  se  composeraient  toujours  en  un  seul  dont  le 
moment  ne  serait  pas  nul,  il  est  nécessaire,  pour  l'équilibre 
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de  l'ensemble  des  couples,  que  les  trois  moments  résultants 
soient  séparément  nuls. 

De  plus,  pour  que  la  résultante  des  forces  soit  nulle,  il 
faut  que  ses  trois  composantes  suivant  les  axes,  le  soient 
séparément.  Les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  de 
l'équilibre  des  forces  données,  seront  donc  exprimées  par 
les  six  équations  suivantes,  dans  lesquelles  nous  avons  sup- 
primé les  facteurs  inutiles  sin 7,3,  s'inzx,  sinxj'  : 

(,)  ^X  =  o,     J^Y^o.      Sz  =  o, 

(2)  <  ^{:-\~u-Z)  =  o, 

Si  les  axes  sont  rectangulaires,  ces  équations  deviennent 

(3)  ^I*cosa:=o,      ^l'cosC=:o,       ^Pcosy  ~~  o> 
^P(  jK  CCS  y  —  ^cosê  )  =  o, 

(4)  <    7  F(-cosx  —  vrcosY)  =  o, 

^r(a:cosG  —  Kcosa)  ^^  O. 

Ces  trois  dernières  équations  j)eu\rnl  être  énoncées  d'une 
niatiièrc  (pi'il  n'est  pas  inutile  de  reconnaître.  Si,  par  Ir 
point  (]ii('lcon(jue  d'ap|)li('ation  de  la  force  P,  on  m«'ne  un 
plan  perpendiculaire  à  AZ,  <pn  coupe  celte  li{;ne  en  O,  et 
cpTou  décompose  la  force  en  une  force  parallèle  à  cet  axe 
<l   uiu'  auti'c  i},  siliK'c  dans  le  plan  |)('rpendiculaire.  la  pre- 
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inière  sera  Pcosv,  cl  la  seconde  Pslnv  sera  la  rt'siillanlr 
tics  forces  Pcosa,  Pcos5,  parallèles  à  AX,  W  .  Le  momeni 
de  cette  force  Q  par  rapport  à  O,  que  l'on  appelle  aussi  le 
moment  de  la  forec  P  par  rapport  à  AZ,  sera  donc  la 
somme  algébrique  des  moments  des  deux  autres,  ou 

P(j7Cos6  — vcosa); 

ce  qui  est  le  couple  relatif  à  la  force  P,  estimé  suivant  Taxe 
des  z.  D'où  l'on  voit  que  les  trois  dernières  équations 
d'équilibre  expriment  que  les  sommes  des  moments  de 
toutes  les  forces  par  rapport  à  trois  axes  rectangulaires 
sont  séparément  égales  à  zéro. 

On  peut  remarquer  que  la  distance  du  point  O  à  la 
force  Q  n'est  autre  chose  que  la  distance  de  O  au  plan 
mené  par  la  force  P  parallèlement  à  l'axe  des  z\  c'est  donc 
la  plus  courte  distance  de  la  force  P  à  cet  axe.  De  sorte  que 
le  moment  dune  force  par  rapport  à  un  axe  est  le  produit 
de  la  plus  courte  distance  de  ces  deux  droites  par  la  com- 
posante de  cette  force  perpendiculairement  à  l'a\c. 

CAS   oc    TOUTES    LES   FORCES    SONT    DANS    UX    MÊME    l>l,A.\ 

57.  Si,  |)Our  plus  de  simplicité,  on  prend  ce  plan  pour 
celui  des  x  et  »',  on  aura,  pour  toutes  les  forces. 

-  =  o,     Z  —  o  ; 

les  équations  (  i  )  et  (2)  se  réduiront  donc  aux  suixanles  : 

(5)       2^^°'    ^l^^*"'    ^{-^^ -y^^  =  ^-^ 

ou,  si  les  axes  sont  rectangulaires, 

(<))   \Pcosa  =  o,    ^PcosÇ  =  o,    y\^{xco?.'j  —  rcosy.  t  —  o. 

(le  cas  particulier  peut  être  traité  directement,  en  suivant 
DuH.  —  Met  h.  IV.  3 
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la  même  marche  que  dans  le  cas  général  :  c'est  même  ce 
([iiii  convient  do  faire  pour  les  commençants.  On  arrive 
ainsi  immédiatement  aux  équations  (5)  ou  (6). 

La  troisième  des  équations  (G),  qui  exprime  que  le  couple 
résultant  a  un  moment  nul,  peut  être  mise  sous  une  autre 
l'orme  qu'il  n'est  pas  inutile  de  connaître.  Il  suffit,   pour 
cela,  de  transporter  les  forces  elles-mêmes  à  l'origine,  sans 
les  décomposer  à  leur  point  d'application   :   le  couple  qui 
proviendra  du   transport  de   l'une  quelconque    des  forces 
aura  pour  moment  le  produit  de  cette  force  par  la  perpen- 
diculaire abaissée  de  l'origine  sur  sa  direction  ;    le  sens  de 
ce  couple   sera   direct  si  la  force   tend  à  faire   tourner  le 
système  dans  le   sens  direct  autour   de  l'origine  supposée 
fixe,  et  inverse  dans  le  cas  contraire.  En  désignant  ce  pro- 
duit sous  le  nom  de  moment  de  la  force  par  rapport  à 
l'origine,  et  en  le  regardant  comme  positif,  quand  le  sens 
est  direct,  et  comme  négatif,  quand  le  sens  est  rétrograde, 
la  condition  d'équilihre  des  couples  s'énoncera  ainsi  : 

La  somme  algébrique  des  moments  des  forces  jtar  rap- 
port à  un  point  quelconque  du  plan  doit  être  égale  à 
zéro. 

CAS  ou  TOUTES  LES  FORCES  SONT  PAR  VI.LÈLES. 

X    Y    Z 

Dans  ce  cas,  les  rapports  -rjj  p>  ^  sont  les  mêmes  pour 

toutes  les   forces.  Si   nous  les  désignons   par  «,   0,  c,   les 
(''([iialions  (i),  (■>,  )  deviendront  : 
Les  premières 


a'^P=0,        b^P:-=:0,        C^l 

OU  .sunplemenl 


o, 


S" 


-o; 
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I^es  secondes 


,-^  h'^Pz..c^Px, 

[  b^P^=a^Vy. 

Il  faut  maintenant  distinguer  deux  cas,  suivant  que  Ton 
voudra  que  l'équilibre  ait  lieu,  quelle  que  soit  la  direction 
des  forces  passant  toujours  par  les  mêmes  points  d'applica- 
'ion,  ou  bien  que  la  direction  de  ces  forces  soit  donnée  el 
in\ariable. 

1°  Dans  le  premier  cas,  deux  des  rapports  a,  b,  c  sont 
indéterminés,  a  et  b,  par  exemple.  La  troisième  des  équa- 
tions (-)  exige  alors  qu'on   ait  ^P.r==o,  ^.^J"  =  o,   el 

les  deux  autres  donneront  alors  X^^  ^=  o-  Les  conditions 

d'équilibre,  dans  cette  hypothèse,  seront  donc,  comme  nous 
les  avons  déjà  trouvées, 

2"  Si  l'équilibre  doit  avoir  lieu  pour  une  direction  déter- 
minée des  forces,  «,  b,  c  sont  des  nombres  donnés  inva- 
riables. Les  deux  premières  équations  (^)  donnent 

et  la  troisième  en  est  une  conséquence.  Les  conditions  de 
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l'équilibre  se  réduisent  donc,  dans  ce  cas,  à 

si  l'on  prenait  l'axe  des  z  parallèle  aux  forces,  on  aurait 

rt  =  G,      b  =z  o, 
et  les  équations  deviendraient 

^P-o,     ^P-^'^^'     21P/-^0' 

comme  nous  les  avions  trouvées  précédemment. 

3"  Si  ces  forces   parallèles  étaient  dans  un   même  plan 
ayant  pour  équation 

on  aurait 

C  =:  XO  -r-  ^jb, 

et  les  équations  (8)  deviendraient 

qui  se  réduisent  à  une  seule. 

Les  équations  d'équilibre  seront  alors,   comme  nous  les 
avons  trouvées  précédemment, 

2p=o,  2:p..=^2p.. 
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CVLCIL    DE    LV    RÉSULTANTE    DE    FORCES   APPLIQUÉES    A    UN 
CORPS   SOLIDE. 

58.  Soient  X',  Y',  Z',  X",  Y",  Z"  les  composantes  des 
forces  données.  Posons 

\,  Y,  .Z  seront  les  composantes  de  la  résultante  des  forces 
données,  transportées  à  l'origine. 

Soient  — X),  — Y,,  — Z,,  en  grandeur  et  en  signe,  les 
composantes  d'une  force  inconnue  qui  ferait  équilibre  aux 
forces  données,  et  par  suite  X),  \  1,  Z,  les  composantes  de 
la  résultante  si  elle  existe,  et  soient  j:,,  ),,  ;,  les  coor- 
données de  son  point  d'application;  les  si\  équations  de 
1  é([uilibre  seront 

X  — Xi=:0,       Y  —  Y,=:0,       Z  —  Zi=ro; 

2(v'Z'-  C'Y')  -  ( K»Z, -  .-.Y,)  =  0, 

^{x'Y'  - yX')  -  [.c,  Y,  -  j,  X,)  =.  o. 

Représentant  par  L,  M,  N  les  trois  sommes  qui  sont  dans 
ces  équations,  elles  deviennent 

(0  X,  — X  =  o,     Y,  — Y  =  o,     Z,  — Z  =  o, 

(2)    .v,Z  — .T,Y  =  L,     c,X  — a-iZ  =  M,     .r,Y->-,X  =  N. 

Pour  qu'il  y  ait  équilibre,  il  est  nécessaire  et  suffisant 
que  Ton  puisse  satisfaire  à  ces  six  équations  par  des  va- 
leurs données  à  a;,,^',,  ^(,  X,,  Y  , ,  Z,,  et  alors  il  y  aura  une 
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résultante  qui  sera  la  force  opposée  à  celle  qui  établira 
l'équilibre. 

Les  équations  (i)  donnent 

X,  =  X,     Y,  3=  Y,     Z.:..Z, 

ce  qui  exprime  que  les  composantes  de  la  résultanle  sui- 
vant les  axes  seront  les  sommes  des  composantes  des  forces 
données. 

Les  équations  (2)  expriment  que  les  moments  des  trois 
couples  fournis  par  la  résultante  sont  égaux  à  la  somme  de 
ceux  que  fournissent  toutes  les  forces.  Elles  feront  connaîtn^ 
x^,V\,  -Si5  mais  elles  ne  seront  pas  toujours  compatibles. 
En  effet,  si  l'on  multiplie  la  première  par  X,  la  seconde 
par  y,  la  troisième  par  Z,  et  qu'on  les  ajoute,  on  aura 

(3)  LX  +  MY  +  i\Z  =  o, 

équation  entre  des  quantités  connues,  et  qui  est  une  condi- 
tion nécessaire  pour  la  possibilité  de  lécjuilibre.  Elle  serait 
insignifiante  si  les  trois  quantités  X,  Y,  Z  étaient  nulles: 
mais  alors  on  ne  multiplierait  pas  les  équations  (2)  par  o, 
cl  elles  se  réduiraient  à  L  =  o,  M  =  o,  N=o,  qui  indi- 
queraient que  le  couple  résultant  serait  nul;  et  le  système 
serait  en  équilibre. 

Écartant  donc  ce  cas,  l'équation  (3)  subsiste  comme  con- 
séquence des  équations  (2),  qui  se  réduisent  à  deux  seule- 
ment. 

Les  quantités  ^,,  >,,  ;;,  ne  seront  donc  pas  déterminées, 
et,  comme  elles  satisfont  à  deux  équations  du  premier  de- 
gré, le  milieu  des  points  qu'elles  construisent  sera  une  ligne 
droite.  Tous  les  points  de  cette  droite  pourront  donc  être 
pris  pour  le  point  d'application  de  la  force  qui  fait  équi- 
libre, et  par  suite  de  la  résultante  du  système,  qui  lui  est 
«lirectenicnl  o|)posée. 

Remarfjiic.  —  Comme  on  a  démontré  que  la  coiulilion 


rHVPlTRr    IV 


nour  que  les  forces  aient  une  résultante,  est  que  la  résnl- 
lante  des  forces  transportées  en  un  même  point  soit  paral- 
lèle au   plan    du  couple  résultant,  il  s'ensuit    que  l'équa- 
(ion  (3)  doit  exprimer  cette  condition  géométrique.  C'est 
ce  qu'on  vérifie  immédiatement  dans  le  cas  des  axes  rec- 
tangulaires. Car  alors  X,  Y,  Z  sont  proportionnels  aux  co- 
sinus des  angles  que  la  résultante  fait  avec  les  axes,  et  L, 
M,  N  le  sont  aux  cosinus  des  angles  que  fait  l'axe  du  couple 
lésultanl.  L'équation   (3)  exprime  donc  que  la  résultante 
est  perpendiculaire  à  l'axe  du  couple  résultant,  et  par  con- 
séquent parallèle  à  son  plan.  Dans  le  cas  des  axes  obliques, 
il   n'est  pas  facile  de  reconnaître  cette  signification  de  l'é- 
(|uation  (3),   et  je  ne  connais  aucun  Traité  de  Mécanique 
oM  elle  soit  démontrée.  Il  est  nécessaire  pour  cela  de  con- 
naître l'équation  du  plan  du  couple  résultant  de  trois  autres, 
>itués  dans  trois  j)lans  donnés  que  l'on  prendra  pour  plans 
coordonnés.  Cette  équation  ne  se  trouvant  dans  aucun  ou- 
vrage,  à  ma  connaissance  du    moins,  je  crois  utile  de  la 
donner  et  de  la  démontrer  ici. 

ÉQUATION   DU    l'LVN    DU    COUPLE    RKSULTANT    DE   TROIS   COUPLES 
SITUÉS   D.VXS   LES    PLANS   COORDONNÉS. 

59.  Soient  A,  B,  C  (Jig.  5j  les  moments  des  couples 
situés  respectivement  dans  les  plans  YZ,  ZY,  XY.  Com- 
posons d'abord  les  deux  couples  dont  les  plans  se  coupent 
•suivant  AX;  pour  cela,  plaçons-les  de  manière  qu'une  des 
forces  de  l'un  soit  dans  l'axe  des  5,  et  une  des  forces  de 
l'autre  dans  l'axe  des  j>',  et  en  changeant  la  grandeur  des 
lorces  sans  changer  les  moments,  faisons  en  sorte  que  les 
secondes  iorces  de  ces  couples  viennent  rencontrer  Taxe  AX 
en  un  même  point  B  pris  à  volonté. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  les  trois  cou|)les 
soient  dans  le  sens  direct,  et  soient  AC,  AD  les  grandeurs 
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dos  forces  qu'il  faudia  appliquer  au  hras  de  levier  oblique 
-VB  ])Oui'  que  les  niomcnls  soient  B  et  A;  ces  forces  seront 
déterniini'es  par  les  conditions  suivantes  : 

(I)  AG.AB  sino:^  =^  B, 

12)  AD.  AB  sin  J7V  =^  G, 

dans  lesquelles  AB  peut  être  choisi  à  volonté. 

La   diagonale  AM  du    parallélogramme    CADM  sera    la 


force  qu'il  faudra  appliquer  au  bras  de  levier  AB  pour  avoir 
le  couj)lc  résultant  des  deux  premiers.  L'inclinaison  de 
celle  force  sur  AB  n'esl  pas  donnée,  et  par  suite  le  moment 
du  cou|)lo  MABM'  n'est  pas  donné;  mais  nous  verrons  qu'il 
est  inutile  de  le  calculer. 

Il  reste  à  composer  ce  couple  avec  le  couple  situé  dans 
e  plan  ^Z,  et  dont  le  moment  est  A.  Nous  transformerons 
ce  dernier,  et  nous  le  placerons  de  manière  que  ses  forces 
soient  égales  à  AM,  et  que  l'une  des  doux  soit  dircclonuMit 
opposée  à  AM,  ce  qui  est  possible,  puisque  AM  est  dans  le 
plan  ^  Z,  qui  est  celui  du  couple;  la  seconde  force  M'K  do 
ce  couple  ME'AM,  viendra  rencontrer  A\  en  un  point  K, 
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te!  que  l'on  ail 

AM.AEsinMAD  =  A; 
et  comme 

.MA:AC::sinYZ:sinMAD, 
doù 

MA  sin  MAD  =  AG  sln  >  -, 
on  aura 

(3)  AE.ACsin/^  — A.... 

La  force  AM  étant  détruite  par  AM,,  il  restera  seulement 
les  deux  forces  M'E  et  BM',  qui  formeront  le  couple  résul- 
tant. 

Le  plan  cherché  est  donc  celui  qui  j^asserait  par  EB  cl 
serait  parallèle  à  A^I,  ou,  encore,  tout  autre  plan  paral- 
lèle, par  exemple  celui  qui  passerait  par  AM  et  serait  paral- 
lèle à  EB. 

Les  équations  de  AM  sont 

AD 

ou,  d'après  les  équations  (i)  et  (2), 

, , ,  C  sin  jTw 

(4)  y—~  —rr-- •-,  •  •  •  ; 

celles  de  EB  sont 

a:  y 

^~^'     ÂB  "^  AË  "  '  ' 

et  celles  de  la  parallèle  menée  par  l'origine,  et  qui  sera  dans 
le  plan  cherché,  seront 

ou 

AB 
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cl  comme  les  équations  (i )  et  (3)  donnent 

h>  sin  vc 
les  équations  précédentes  deviennent  donc 

B  sin  ^■z 


(5) 


A  sin.r^' 


^Nfaintenant  que  les  équations  des  deux  droites  qui  dé- 
terminent le  plan  sont  exprimées  au  moyen  des  quantités 
données,  rien  n'est  plus  facile  que  de  trouver  cette  équa- 
tion. Soit,  en  effet,  l'équation  générale  d'un  plan  passant 
par  l'origine,  aœ  -\-  by  -'r  c:  =^  o. 

La  condition,  pour  qu'il  contienne  la  droite  (4)»  sera 

c       Csin.r« 


b       B  sin  .37/ 

et,  pour  qu'il  contienne  la  droite  (5), 

a A  sin  j":: 

b       B  sin  >\r 

Reportant  les  valeurs  de  a  et  c,  et   supprimant  le  fac- 
teur b,  on  a,  pour  l'équation  du  plan  du  couple  résull.int. 

A  B  C 


sinj.3  sinjr-'^         sinj-y 

M'PLirATION    DR   CETTE    ÉQUATION    A    lA    RÉSM-TANTE    d'iN    SYSTÈME 

60.  Ce  système  est  réduit  à  une  force  dont  les  compo- 
santes suivant  les  axes  sont  X,  Y,  Z,  et  à  un  couple  résul- 
tant des  trois  autres  situés  dans  les  plans  coordonnés  et 
dont  les  moments  obliques  sont  L,  M,  N,  cl  dont,  par  con- 
séquent, les  moments  rectangulaires  sont  L  sin  »  r,  Msin.rr. 
Nsin^r)'.  Ces  dernières  expressions  sont  donc  celles  que. 
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dans  le  calcul  précédent,  nous  avons  désignées  par  A,  B,  C. 
fj'équalion  du  plan  du  couple  résultant  sera  donc,  dans  le 
(.as  actuel, 

Ljc  -+-  M  )•  H-  \z  =  o. 

Or  les  équations  de  la  résultante  des  forces  X,  Y,  Z,  si- 
tuées dans  les  axes,  sont 

X  Y 

<  t  la  condilion  pour  que  celte  droite  soit  parallèle  au  plan 
sera 

LX  -r-  MY  —  NZ  ^  o. 

('ette  équation,  que  nous  avions  trouvée  pour  exprimer  que 
les  équations  de  la  résultante  ne  sont  pas  incompatibles,  et 
(|ui  était,  par  conséquent,  la  condilion  de  l'existence  de 
cette  résultante,  exprimait  donc  que  la  résultante  des  forces 
transportées  en  un  même  point  était  parallèle  au  plan  du 
couple  résultant. 

Cette  dernière  condilion  avait  été  démontrée  par  d'autres 
considérations,  mais  il  n'était  pas  inutile  de  montrer  que 
celle  à  laquelle  le  calcul  conduisait  n'en  était  que  la  tra- 
duction. 

COMPARAISON   DES   MOMENTS    d'uN    SYSTÈME    DE   FORCES 
PAU    RAPPORT   A    DIFFÉRENTES   DROITES. 

(i  1 .  Rappelons  d'abord  ce  que  nous  avons  appelé  moment 
d'une  force  par  rapport  à  une  droite.  Nous  avons  conçu 
celle  force  décomposée  en  deux  autres,  l'une  parallèle  à  la 
droite  ou  axe,  Fautre  dans  un  plan  perpendiculaire  à  cet 
axe,  et  nous  avons  nommé  moment  de  la  force  donnée  par 
rapport  à  cet  axe,  le  moment  de  celle  dernière  composante 
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par  rapport  au  poinl  O,  où  l'axe  est  coupé  par  ce  plan  per- 
pendiculaire. 

Or  ce  moment  n'est  autre  chose  que  celui  du  couple  au- 
quel cette  dernière  composante  donne  lieu,  quand  on  la 
transporte  en  un  point  quelconque  de  la  droite  donnée.  Et 
comme  la  composante  parallèle  à  Taxe,  transportée  en  ce 
même  point  O,  donne  lieu  à  un  couple  dont  le  plan  passe 
par  l'axe  et  est,  par  conséquent,  perpendiculaire  au  plan 
de  l'autre  couple;  que  d'ailleurs  les  deux  couples  sont  les 
composants  du  couple  résultant  du  transport  de  la  force  en 
O,  on  peut  dire  que  le  moment  d'une  force  par  rapport  à 
une  droite  quelconque  n'est  autre  chose  que  le  moment  du 
couple  résultant  correspondant  au  point  quelconque  O, 
estimé  suivant  la  direction  de  cette  droite;  ou,  en  d'autres 
termes,  la  projection  de  l'axe  du  couple  résultant  sur  cette 
même  droite.  On  peut  donc  dire  que  : 

Le  moment  dhine  force  par  rapport  à  une  droite  quel- 
conque est  égal  à  l'axe  du  couple  résultant  du  transport 
de  cette  force  en  un  point  quelconque  de  cette  droite, 
projeté  sur  la  direction  de  cette  dernière. 

62.  Si  l'on  avait  plusieurs  forces  et  qu'on  fît  pour  chacune 
une  décomposition  analogue,  en  prenant  le  même  point  O 
pour  toutes,  la  somme  des  moments  de  ces  forces,  par  rap- 
port à  l'axe  donné,  serait  la  somme  des  moments  des  cou- 
pies  provenant  du  transport  de  chaque  force  en  O,  estimés 
suivant  cette  droite;  ce  serait  donc  la  projection  de  l'axe 
du  couple  résultant  sur  la  direction  de  celle  droite;  ce  que 
nous  exprimerons  ainsi  : 

Le  moment  d'un  système  de  forces  par  rapport  à  une 
droite  quelconque  s'obtient  en  projetant  sur  cette  direc- 
tion l'axe  du  couple  résultant  du  transport  des  forces 
en  n'importe  quel  point  de  cette  droite. 

Ce  qui  montre  que  celte  projection  sera  constante,  quoi- 
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f{ue  Taxe  du  couple  résultant  puisse  changer,  en  déplaçant 
sur  la  droite  le  point  où  l'on  transporte  les  forces.  Nous 
parviendrons  tout  à  l'heure  à  cette  même  propriété  par  des 
considérations  différentes. 

MOMENTS    PAR    RAPPORT    AUX    DROITES   QUI    PASSENT 
PAR    IN    MIÏME    POINT. 

63.  Le  transport  de  toutes  les  forces  en  ce  point  donne 
lieu  à  un  couple  résultant;  et  son  axe  projeté  sur  une  droite 
quelconque  passant  par  ce  point,  donnant  la  mesure  du 
moment  du  système  des  forces  données  par  rapport  à  cette 
droite,  il  en  résulte  immédiatement  les  conséquences  sui- 
vantes : 

La  droite,  menée  suWaiit  l'axe  du  eouple  résultant, 
donne  le  moment  maximum.  Toutes  les  droites  qui  font 
le  même  angle  avec  l'axe  de  ce  couple  donnent  des  mo- 
ments égaux.  Toutes  les  droites  situées  dans  le  plan  per- 
pendiculaire à  cet  axe  donnent  des  moments  nuls. 

Ces  propositions  sont  si  évidentes  qu'on  croirait  presque 
inutile  de  les  énoncer.  Mais,  avant  la  théorie  des  couples, 
elles  constituaient  des  théorèmes  importants,  dont  la  dé- 
monstration ne  se  présentait  pas  d'elle-même. 

CHANGEMENT  Ql  E  SCBIT  LE  MOMENT  MAXIMUM 
PAR  LE  DÉPLACEMENT  DU  POINT. 

Si  Ton  déplace  de  A  en  A'  le  point  où  les  forces  avaient 
été  transportées,  le  couple  résultant  produit  en  A'  deux 
forces  égales  et  opposées  qui  se  détruiront,  et  la  résultante 
se  transportera  en  A',  en  produisant  un  nouveau  couple 
dont  le  plan  passera  par  la  résultante  en  A  et  le  point  A', 
et  dont  le  moment  sera  le  produit  de  cette  résultante  par 
la  perpendiculaire  abaissée  sur  elle  du  point  A'.  L'axe  de 
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ce  couple  sera  perpendiculaire  à  la  résultante  et  à  la  droite 
AA'.  De  là  résultent  immédiatement  les  propositions  sui- 
vantes : 

Si  le  point  A  se  déplace  sur  la  résultante  en  A,  le  cou- 
ple introduit  sera  nul,  et  V axe  du  couple  résultant  ne 
changera  ni  de  direction,  ni  de  grandeur. 

S'il  se  déplace  le  long  d'une  autre  droite  quelconque, 
l'axe  du  couple  introduit  étant  perpendiculaire  à  A^V,  qui 
est  situé  sur  cette  droite,  donneia  sur  elle  une  projection 

Fis;  6. 


nulle,  et  Taxe  du  couple  résultant,  quoique  changeant  «1<' 
grandeur  et  de  direction,  donnera  la  même  projection  sur 
la  droite;  et,  par  conséquent,  le  moment  du  système  par 
rapporta  une  droite  quelconque  ne  sera  pas  changé  par  le 
déplacement  de  A  sur  cette  droite.  C'est  ce  que  nous  avions 
déjà  reconnu  j)ar  d'autres  considérations.  Supposons  main- 
ronant  que  le  point  A'  prenne  des  positions  quelconques, 
non  sur  la  résultante  en  A.  Soient  AR  {Jig-  <>)  la  direclion 
de  cette  résultante,  AM  celle  de  l'axe  du  couple  résultant, 
et  0  l'angle  de  ces  deux  droites.  Le  couple  qu'il  faudra 
composer  avec  AM  aura  son  axe  perpendiculaire  à  AU,  v\ 
jiourra  jirendre  toutes  les  directions  dans  le  plan  jierpen- 
(lit  iihiire  à  AK;  aucune  ne  sera  celle  de  AM  si  l'angle  0  n'est 
pas   droil;   c'esl-à-dire  si  le  système  des  forces   n'a  pas  un 
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I  l'sultante  unique  :  ainsi,  en  exceptant  ce  cas  particulier,  lii 
ilireclion  de  l'axe  du  couple  résultant  sera  différente  de  AM, 
-i  A'  n'est  pas  sur  AK.  Les  directions  diverses  de  Taxe  du 
1  xuple  KR' feront  avec  AM,  les  unes  un  angle  aigu,  les  autres 
un  angle  obtus,  si  AM  et  AR  n'ont  pas  la  même  direction. 
I.î's  axes  qui  feront  un  angle  aigu  avec  AM  donneront  un 
>uple  résultant  plus  grand  que  AM;  ceux  qui  feront  un 
iiiglc  obtus  pourront  donner  un  couple  résultant  plus 
,iand  ou  plus  petit  que  AM,  suivant  la  grandeur  du  mo- 
ment du. couple  RR',  qui  peut  varier  de  zéro  à  1  infini,  en 

■  liangeaut  la  distance  de  A'  à  AR.  Doù  l'on  voit  que  le 

■  noment  maximum  relatif  au  point  A,  comparé  à  ceux  qui 

•iTcspondent  aux  divers  axes  passant  par  A',  sera  plus 
lit  que  les  uns  et  plus  grand  que  les  autres,  si  les  direc- 
ons  AM,  AR  sont  différentes  ;  mais  si  elles  se  confondent, 
^  deux  couples  à  composer  auront  nécessairement  leurs 
\es  perpendiculaires  entre  eux,  et,  par  conséquent,  don- 
I  ronl  un  couple  résultant  plus  grand  que  AM.  D'où  ré- 
>ultc  cette  proposition  : 

Le  point  pour  lequel  le  moment  du  couple  résullanl 
est  le  j}lus  petit  est  celui  pour  lequel  la  direction  de  Vaxe 
(le  ce  couple  se  confond  avec  celle  de  la  résultante. 

Et,  d'après  ce  qui  vient  d'être  établi  tout  à  l'heure,  si 
Ion  trouve  un  point  jouissant  de  cette  propriété,  tous  les 
|)oints  de  la  parallèle  à  la  résultante  menée  par  ce  point  en 
jouiront  de  même;  et  tous  les  axes  des  couples  résultants, 
ou,  en  d'autres  termes,  les  axes  pour  lesquels  la  somme  des 
moments  des  forces  est  maximum,  considérés  pour  tous  les 
points  de  cette  droite,  se  confondent,  puisqu'ils  sont  paral- 
lèles à  cette  droite  même;  de  sorte  qu'il  n'existe  dans  l'es- 
pace qu'un  seul  axe  tel,  que  la  somme  des  moments  des 
forces  par  rapport  à  lui  soit  plus  grande  que  par  rapport 
à  toute  autre  droite  menée  par  un  de  ses  points,  et  en  même 
temps  soit  moindre  que  la  somme  maximum  relative  à  tout 
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point  situé  en  dehors  de  lui.  C'est  à  cet  axe  que  M.  Poinsol 
donne  le  nom  d'axe  central  des  moments. 


64.  Détermination  de  l'axe  central.  —  Pour  obtenir 
l'axe  central,  il  faut  choisir  le  point  A',  de  telle  sorte  que 
la  perpendiculaire  au  plan  RAA',  ou  l'axe  du  couple  RK', 
soit  dans  le  plan  MAR,  et  par  conséquent  dirigée  suivant  la 
ligne  AN,  intersection  du  plan  MAR  avec  le  plan  mené  par 
A  perpendiculairement  à  AR,  et  telle,  que  AR  soit  dans 
l'angle  MAN;  il  faudra  donc  prendre  A'  sur  la  droite  menée 
par  A  dans  ce  dernier  plan,  perpendiculairement  à  AN,  et 
du  côté  de  AR  pour  lequel  le  sens  du  couple  donnera  à 
l'axe  la  direction  AN,  et  non  la  direction  opposée,  puisqu'il 
faut  que  AR  soit  dans  l'angle  des  directions  des  deux  axes 
composants.  Cela  posé,  il  suffira  de  prendre  le  point  A'  à 
une  distance  de  AR  telle,  que  le  moment  du  couple  soit 
égal  au  côté  MR  du  parallélogramme  MBAN. 

Désignons  par  G  le  moment  du  premier  couple  résultant 
AM  ;  par  R  celui  du  nouveau  couple  résultant  ;  par  p  la 
distance  de  A'  à  AR;  par  0  l'angle  MAR  :  le  moment  du 
(H)uple  RR'  sera  R/:».  Les  cosinus  des  angles  de  AR  el  AM 
avec  les  axes  étant  proportionnels  respectivement  à  X,  Y,  Z 
et  L,  M,  N,  on  aura  d'abord 


,       LX  +  MY  -h 

cosô=              ^^ 

NZ 

ensuite 

^.       ^        ^       IA-1-MY4-NZ 

K  ~  G  ces  0  — Tz » 

R/>  =  GsinO. 

Le  point  A'  est  ainsi  délennini''   aulanl  qu'il  doit  rriic,  ce 
sera  Tnn  (juelconqiie  de  ceux  de  la  parallèle  à   Ail  menée  à 

la  dislance  — ^r —  de  AR,  sur  la  droite  perpendiculaire  à  .VN, 

et  du  côté-  (le  \\\   i\\\r  nous  avons   indiqiii".  Les  coordon- 
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nées  a,  b,  c  de  ce  point  se  détermineront  par  les  équations 
suivantes,  en  prenant  le  point  A  pour  orifj;ine  : 

,   ,    ,,         ,       G^sin-O 
a--Jr  b-^  c-=  — jj^ —  , 
n." 

aX-hbY  -hcZ  =  o,     aL -h  bM -+- cl^  —  o. 

Les  deux  dernières  expriment  que  la  droite  AA'  est  perpen- 
diculaire sur  la  résultante,  dont  les  composantes  sont  X,  Y, 
Z,  et  sur  l'axe  du  couple  résultant,  dont  les  axes  compo- 
sants sont  L,  M,  N.  La  première  exprime  que  la  longueur 
AA'  est  égale  à  p.  Ces  trois  équations  donnent  deux  points 
dont  les  coordonnées  sont  égales  et  de  signes  contraires; 
mais  un  seul  devra  être  choisi  :  c'est  celui  qui  donne  au 
couple  Kll'  le  sens  que  nous  avons  indiqué  précédemment. 
Le  point  A'  étant  ainsi  déterminé,  la  parallèle  à  la  ré- 
sultante menée  par  ce  point  sera  Vaxe  central;  et,  nous  le 
répétons,  la  direction  de  cet  axe  est,  pour  un  quelconque 
de  SCS  points,  celle  de  l'axe  du  moment  maximum;  et  ce 
moment  est  moindre  que  le  maximum  correspondant  à  tout 
autre  point. 

60.  Disposilioii  de  tous  les  axes  autour  de  Vaxe  cen- 
tral. —  Concevons  un  plan  quelconque  perpendiculaire  à 
Taxe  central;  ce  que  nous  dirons  de  tous  les  points  de  ce 
plan  s'appliquerait  identiquement  à  ceux  de  tout  autre  ])lan 
parallèle. 

Soient  AR  {Jig-  7)  cet  axe,  et  A'  un  point  quelconque 
«lu  plan  perpendiculaire  mené  par  A.  En  prenant  ce  nou- 
veau point  pour  origine,  il  faudra  composer  le  couple  ré- 
sultant dont  l'axe  est  AM  en  direction  et  en  grandeur,  avec 
le  couple  situé  dans  le  plan  RAA',  ayant  pour  moment  R/?, 
p  désignant  la  longueur  AA'.  L'axe  du  couple  résultant 
sera,  en  direction  et  en  grandeur,  la  diagonale  AR  du  rec- 
tangle construit  sur  AM  et  la  ligne  AN,  égale  à  Ry^  et  pei'- 
Dun.  —  Métli.  IV.  6  • 
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pendiculairc  au  plan  R.VA'.  Désignons  par  ç»  l'angle  de  Taxe 
résultant  avec  l'axe  central,  et  par  K  le  moment  résultant; 
on  aura 


tango  = 


K^=R-. 


G^ 


Les  valeurs  de  K  et  9  ne  dépendant  que  de  /),  il  s'ensuit 
(|ue,  pour  tous  les  points  d'une  même  circonférence  décrite 


R 

M 

?. 

\ 

/ 

A 

A 

P 

du  centre  A  dans  le  plan  perpendiculaire  à  AR,  les  moments 
maxima  sont  égaux,  et  leurs  axes  forment  un  hvperl)oloïde 
tle  révolution  autour  de  l'axe  central,  dont  la  circonférence 
(]ue  l'on  considère  forme  le  cercle  de  gorge;  et  le  demi-axe 

imaginaire  de  l'hyperbole  génératrice  a  pour  valeur  —  •  Si 

l'on  prend  /)  comme  abscisse  et  le  moment  correspondant  K 

comme  ordonnée,  on  construira,  d'après  l'équation  ci-dessus, 

une  hvpcrbole  dont  Taxe  réel  sera  dirigé  suivant  AR  et  aura 

p 
pour  valeur '2  G.   Son  demi-axe  imaginaire  sera  ^  comme 

l>our  l'autre  hyperbole. 

\iusi,  l'axe  central  jouit  de  la  propriété,  <pio,  pour  tous 
les  points  d'une  surlace  cvliudricpie  «pudconquc  dont  il  est 
l'axe,  le  niomenl  maximum  a  la  même  valeur;  l'axe  de  ce 
moment  a  la  même  direction  pour  tous  les  points  d'une 
même  arête   de  ce  e\lindre;  il  change  de  direction  en  pas- 
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sanl  d'une  arOle  à  une  autre,  en  conservant  la  même  incli- 
naison sur  l'axe  et  la  mcMue  distance.  La  valeur  du  moment 
maximum  augmente  indéfiniment  avec  la  distance  de  l'ori- 
e^ine  à  l'axe  central;  et  l'angle  de  son  axe  avec  l'axe  central 
a  pour  limite  l'angle  droit. 

66.  Cas  où  le  système  des  forces  a  i/ne  résultante.  — 
Si  Ton  prend  pour  origine  un  point  quelconque  de  cette 
résultante,  le  couple  correspondant  sera  nul,  et,  par  consé- 
quent, cette  droite  sera  l'axe  central  lui-même.  Les  for- 
mules précédentes  donnent,  en  effet, /)  =  o,  quand  on  sup- 
pose G  =  o.  Si  maintenant  on  prend  une  origine  quelconque 
en  dehors  de  la  résultante  unique,  on  aura  un  couple  résul- 
tant dont  le  plan  sera  celui  qui  passera  par  l'axe  central  et  la 
nouvelle  origine.  Ainsi,  dans  ce  cas  particulier,  tous  les 
points  cl' un  même  plan  quelconque  passant  par  la  résul- 
tante unique  donnent  des  couples  résultants  dont  les 
axes  sont  parallèles. 

Mais  les  moments  de  ces  couples  ne  sont  pas  égaux;  ils 
sont  proportionnels  à  la  distance  de  l'origine  qui  leur  cor- 
respond à  la  résultante  générale.  Ils  n'ont  donc  la  même 
valeur  que  pour  les  points  situés  sur  deux  parallèles  à  la 
résultante,  équidistantes  de  cette  ligne  :  et,  de  plus,  le  sens 
de  ces  couples  n'est  le  même  que  pour  les  points  d'une  même 
parallèle. 

Cas  où  la  résultante  est  nulle.  —  Si  la  résultante  est 
nulle,  le  changement  d'origine  nintroduit  aucun  nouveau 
couple,  et,  par  conséquent,  le  couple  résultant  a  toujours 
le  même  moment,  et  son  plan  la  même  direction,  quelle 
que  soit  l'origine  où  1  on  transporte  les  forces. 
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ÉQUILIBRE  D'UN  SYSTÈME  RIGIDE  QUI  N'EST  PAS 
ENTIÈREMENT  LIBRE. 


67.  Cas  d'un  seul  point.  —  Considérons  d'abord  le  cas 
ou  le  système  se  réduit  à  un  seul  point;  et  supposons-le 
assujetti  à  rester  sur  une  surface  ou  une  courbe  fixe. 

Si  un  point  situé  sur  une  surface  qu'il  ne  peut  quitter 
est  sollicité  par  une  force  normale  à  cette  surface,  il  restera 
en  équilibre;  car,  toutes  les  directions  suivant  lesquelles  il 
pourrait  se  mouvoir  étant  semblablement  placées  par  rapport 
à  la  force,  on  ne  voit  aucune  raison  pour  qu'il  prenne  lune 
plutôt  que  lautre,  et  Ton  peut  admettre  qu'il  n'en  prendra 
aucune  :  cette  supposition  est  confirmée  par  toutes  les  expé- 
riences. Mais  si  le  point  est  sollicité  par  une  force  oblique, 
on  peut  la  décomposer  en  deux  autres,  dont  l'une  soit  nor- 
male et  l'autre  dans  le  plan  tangent;  la  première  est  détruite 
par  la  résistance  de  la  surface;  mais  rien  ne  s'oppose  à  ce 
que  la  seconde  déplace  le  point,  si  l'on  suppose  qu'il  puisse 
se  déplacer  librement  sur  la  surface  dans  toutes  les  direc- 
tions. C'est  ce  qui  n'aurait  pas  nécessairement  lieu  s'il  y 
avait  ce  que  Ton  appelle  un  frottement  ;  mais  nous  en 
faisons  abstraction  pour  le  moment,  et  nous  supjiosons  tous 
les  déplaccmenls  entièrement  libres  sur  la  surface. 

Une  surface,  ne  ponxaiil  donc  délruire  fpie  les  forces 
qui  lui  sont  normales,  jjrodiiil  lotijoursle  même  elVel  cpi'une 
force  égale  à  la  son'uie  de  celles  qu'elle  détruit  et  agissant 
dans  la  direction  normale  ojinosée.  Il  en  est  de  même  de 
la  résistance   ddiic   courlx'    ■^^l"•   l,i(|ii('ll<'    un    point    peut  se 


chapitrp:  V.  85 

déplacer  librement.  Elle  cktrult  les  forces  dont  la  direction 
est  comprise  dans  le  plan  normal  mené  au  point  d'appli- 
cation, et  n'en  détruit  aucune  autre.  Sa  résistance  pourrait 
donc  toujours  être  remplacée  par  une  force  normale,  égale 
et  contraire  à  la  résultante  de  celles  qu'elle  détruit. 

Cela  posé,  soit  F  (x,  y,  :■)  =  o  l'équation  dune  surface 
sur  laquelle  doit  rester  un  point  sollicité  par  des  forces 
quelconques  P,  P',  .  .  .  ;  il  n'est  plus  nécessaire,  pour  son 
équilibre,  que  ces  forces  se  détruisent  ;  il  suffit  que  leur 
résultante  soit  normale  à  la  surface,  et,  par  conséquent, 
que  les  cosinus  des  angles  formés  avec  les  axes  par  la 
direction  de  la  résultante  soient  proportionnels  à  ceux  qui 
se  rapportent  à  la  normale.  Or  les  premiers  sont  entre  eux 
comme  les  quantités  désignées  précédemment  par  X,  \  ,  Z. 
Les  autres  peuvent  s'exprimer  en  fonction  de  jc,  y,  z  au 
moven  de  l'équation  de  la  surface;  désignons-les  par  cos<7, 
cos6,  cosc. 

Les  conditions  d'équilibre  sont  donc  exprimées  par  les 

équations 

X  Y  Z 


COSrt  ces  6  CO'sC 

Si  ces  équations  n'étaient  pas  satisfaites,  il  n'y  aurait  pas 
équilibre;  et  si  l'on  voulait  savoir  en  quel  point  de  la  sur- 
face les  forces  proposées  seraient  détruites,  il  faudrait 
trouver  les  valeurs  de  a*,  j',  z  qui  satisferaient  à  ces  deux 
équations  et  à  celle  de  la  surface. 

Si  la  surface  ne  résistait  que  dans  un  sens,  il  faudrait 
s'assurer  si  la  résultante  des  forces  agit  dans  le  sens  con- 
traire, sans  quoi  elle  ne  serait  pas  détruite.  Ce  cas  est  celui 
d'un  point  qui  ne  serait  que  posé  sur  une  surface  qu'il  ne 
pourrait  pénétrer,  mais  dont  il  pourrait  être  délacbé. 

Si  le  point  était  assujetti  à  rester  sur  une  courbe  donnée, 
il  faudrait,  pour  qu'il  fût  en  équilibre,  que  la  résultante 
fût  perpendiculaire  à  la  tangente.    Or  cette  dernière  ligne 
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iail,  avec  les  axes,  des  angles  «,  b.  c  dont  les  cosinus  sont 
déterminés  en  fonction  de  x^  j',  z  par  les  équations  de  la 
courbe.  La  condition  d'équilibre  sera  donc  exprimée  par 
léijualion 

X  ces  a  -h  Y  ces  6  ■+-  Z  cosc  -=z:  o. 

Si  cette  équation  n'était  pas  satisfaite  pour  le  point 
donné,  il  n'y  aurait  pas  équilibre.  On  déterminerait  le 
point  de  la  courbe  où  les  forces  données  seraient  détruites, 
en  cliercbant  les  valeurs  de  x,  y,  z  qui  satisferaient  à  cette 
«'■qualion  et  aux  deux  équations  de  la  courbe. 

AUTRE    MVNlÈnE    D  AVOIR    ÉGARD    A    LV    RÉSISTANCE    DES 
SURFACES   OU    DES   LIGNES. 

G8.  l-.a  résistance  d'une  surface  ou  d'une  courbe  produi- 
sant toujours  une  force  normale,  on  pourrait  substituer 
cette  dernière  à  la  surface  ou  à  la  courbe,  et  considérer 
alors  le  point  comme  entièrement  libre.  La  grandeur  de 
cette  force  sera  une  des  inconnues  de  la  question;  sa  direc- 
tion sera  dans  l'un  ou  l'autre  sens  de  la  normale  s'il  s'agit 
d'une  surface,  et  ne  sera  assujettie  qu'à  être  perpendicu- 
laire à  la  tangente  s'il  s'agit  d'une  courbe. 

Considérons  d'abord  le  cas  d'une  surface  dont  l'équation 
soit  ¥{x^y^  ^)  =  o;  soient  N  l'intensité  de  la  force  normale 
qui  la  remplace,  et  «,  6,  c  les  angles  qu'un  des  deux  sens 
de  la  normale  fait  avec  les  axes;  les  composantes  de  j\ 
seront 

ihNcosrt,     ihNcost,     ±:Ncosc, 

les  signes  supérieurs  correspondant  à  l'un  des  sens  do  la 
normale,  et  les  signes  inférieurs  à  l'autre.  Maintenant,  le 
point  devant  être  considéré  comme  libre,  les  deux  forces 
qui  le  sollicitent  doivent  être  égales  et  opposées,  ainsi  (|ue 
leurs    composantes    respectives;    les   écjuations   d  équilibre 
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seronl  donc 

\ir:Ncosa  =  o,     Y±:Ncos6=ro,     ZitNcoscrr^o, 
d  où,  en  éliminant  N, 

X  Y  Z 


cosa       cos^       cosc 

Ces  deux  équations  sont  nécessaires  et  suffisantes  poui 
l'équilibre,  parce  qu'elles  en  remplacent  deux  des  précé- 
dentes, et  que  la  troisième  sera  toujours  satisfaite  en  pre- 
nant une  valeur  convenable  de  N  et  un  signe  convenable 
pour  le  second  terme. 

Mais  on  calculera  plus  facilement  N  en  observant  que, 
puisqu'elle  est  égale  et  opposée  à  la  force  donnée,  sa  valeur 
sera 


N  =  V/X2  +  Y^ -h  Z^ 

Considérons  maintenant  un  point  assujetti  à  rester  sur 
une  courbe  dont  les  équations  soient 

F(^,7, -)  =  o,    /{a:,y,:.)  =  o. 

La  force  N,  qui  remplace  la  résistance  de  la  courbe,  peut 
avoir  une  direction  normale  arbitraire.  Les  angles  <r/,  6,  r 
cpie  la  tangente  à  la  courbe  fait  avec  les  axes  sont  des  fonc- 
tions de  x,  j,  z  données  parles  deux  équations  précédeutes- 
Si  l'on  désigne  par  a,  6,  y  les  angles  que  fait  avec  les  axes 
la  direction  de  la  force  N,  on  aura 

cosa  cosa  -+-  cos6  cos6  +  cosc  cosy  =  o, 

et  les  équations  de  l'équilibre  seront 

X-!-Ncosx  =  o,     Y4-Ncosé  =  o,     Z-i-Ncosy  =  o. 

On  éliminera  les  inconnues  a,  6,  y,  N  en  multipliant  ces 
équations    respectivement    par   cosrt,    cos6,    cosc,    et    les 
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ajoutant;  on  trouve  ainsi,  en  vertu  de  la  précédente, 

Xcosrt  -+-  Y  cos^  4-  Zcosc^  o, 

équation  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  quatre  équa- 
tions jjuissent  avoir  lieu  en  même  temps.  Les  trois  précé- 
dentes détermineront  la  grandeur  et  le  signe  des  compo- 
santes Ncosa,  NcosS,  Ncosy,  qui  sont  égales  et  de  signes 
contraires  à  X,  Y,  Z,  et  donneront,  pour  la  résistance  de  la 
courbe,  une  force  égale  et  opposée  à  la  résultante  des  forces 
données,  comme  cela  devait  être  évidemment. 

69.  Système  î'igide  quelconque  dont  un  point  est  fixe. 
—  Si  l'on  prend  le  point  fixe  pour  origine,  les  trois  forces 
dirigées  suivant  les  a\es  seront  détruites  par  la  résistance 
de  ce  point.  Or,  des  couples  appliqués  à  un  système  qui 
renferme  un  point  fixe  doivent  se  faire  équilibre  comme 
si  le  corps  était  entièrement  libre;  car,  s'ils  donnaient  un 
couple  résultant  différent  de  zéro,  on  pourrait  le  transporter 
de  manière  qu'une  de  ses  forces  passât  par  le  point  fixe,  qui 
la  délniirail  :  il  resterait  donc  une  force  qui  ne  passerait  pas 
par  le  j)oint  fixe,  et  déplacerait  ce  système.  Les  conditions 
nécessaires  et  suffisantes  pour  l'équilibre  du  système  seront 
donc 

^{yZ-zY)  =  o,      ^{z\-xZ)=-.o,      ^i,x\-y\)-=o. 

Les  couples,  se  détruisant  indépendamment  du  point  fixe, 
n'exercent  aucun  effort  sur  lui,  et  ne  tendent  qu'à  romj>re 
le  svstème.   Le  point  fixe   n'est  donc   sollicité  que  par  la 

résultante  des  forces  ^X,  ^  V,    7  Z;  cette  résultante  est 

égale  et  opposée  à  la  force  que  développe  ce  point  pour 
établir  r<'r[uilibre. 

Un  corps  qui  peut  tourner  librement  autour  d'un  j>oinl 
fixe  constitue  la  macliine  (pie  l'on  nomme  In'icr  :  le  point 
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lîxc  se  uoiwmc  point  (/'a/>pi/i.  On  voit  donc  que  l'équilibre 
du  levier  exige  que  les  couples  qui  naissent  du  transport 
de  toutes  les  forces  parallèlement  à  elles-mêmes  au  point 
d'appui  se  détruisent  d"cu\-mémes.  S'il  n'y  a  que  deux 
forces,  il  faut  alors  qu'elles  soient  dans  un  même  plan  avec 
le  point  d'appui,  et  que  les  deux  couples  qu'elles  produisent 
soient  de  sens  contraires  et  aient  des  moments  égaux.  Ces 
moments  sont  aussi  les  moments  des  forces  par  rapport  au 
point  d'appui. 

La  résultante  des  forces  transportées  au  point  d'appui, 
constituant  tout  ce  qui  n'est  pas  détruit  par  la  rigidité  seule 
du  corps,  ne  l'est  que  par  le  point  d'appui,  et  forme  ce  que 
l'on  appelle  la  charge  de  ce  point. 

Si  le  levier  n'était  que  posé  sur  une  surface  solide  sur 
laquelle  il  pourrait  glisser  librement,  le  point  d'appui  pour- 
rait glisser  de  même,  et  il  faudrait  pour  l'équilibre  que  cette 
résultante  fût  normale  à  la  surface  fixe. 

70.  Cas  d'un  axe  fixe.  —  Si  eux  points  du  système 
sont  fixes,  tous  les  points  situés  sur  la  droite  qui  les  ren- 
ferme sont  invariables  de  position,  et  le  corps  est  dans  le 
même  cas  que  s'il  était  assujetti  à  tourner  autour  d'un  axe 
fixe,  dont  les  points  seraient  susceptibles  d'offrir  en  tous 
sens  une  résistance  indéfinie.  Si  l'on  prend  cette  droite 
pour  axe  des  ^,  les  trois  forces  dirigées  suivant  les  axes 
seront  détruites,  ainsi  que  les  couples  qui  sont  situés  dans 
les  deux  plans  qui  passent  par  l'axe  des  ;,  et  dont  les  bras 
de  levier  pourraient  être  transportés  sur  cet  axe  même.  Il 
ne  reste  donc  plus  que  le  couple  résultant  situé  dans  le 
plan  xy.,  et  qui  ne  saurait  être  détruit  par  l'axe  fixe.  La 
condition  nécessaire  et  suffisante  pour  l'équilibre  est  donc, 
dans  ce  cas. 


2(^V-jX) 


90  DE    LKQLILIBRK    DES   FORCES. 

71.  Pour  connaître  les  cfTorls  exercés  sur  Taxe  lixe,  il 
faut  composer  les  forces  qu'il  détruit.  Les  couples  situés 

clans  le  plan  ZX  et  la  force  ^^  se  réduisent  à  une  force 

qui  rencontre  Taxe,  à  moins  que  Ton  n'ait  X^  =  o,  auquel 

cas  on  aurait  un  couple  seulement  :  il  en  est  de  même  dans 
le  plan  Z\  .  Outre  ces  eflbrts  appliqués  à  l'axe,  il  v  a  encore 

la  force  ^Z,  qui  tend  à  l'entraîner  dans  le  sens  où  elle  est 

dirigée.  L'axe  produit  donc  des  forces  égales  et  contraires 
à  celles-ci,  puisqu'il  les  lient  en  équilibre. 

Si  deux  points  seulement  du  svslème  sont  fixes,  les  résis- 
tances ne  peuvent  provenir  que  des  deux  points,  et  l'on 
devra  décomposer  les  forces  qui  rencontrent  l'axe  en  d'au- 
tres qui  passent  par  ces  points,  et  feront  connaître  les  forces 
qu'ils  produisent  pour  détruire  celles-ci.  Quant  à  la  force 
dirigée  suivant  la  droite  qui  les  joint,  elle  peut  être  décom- 
posée d'une  infinité  de  manières  en  deux  autres  appliquées 
à  ces  points;  et  il  en  serait  de  même  s'il  y  avait  un  plus 
grand  nombre  de  points  fixes  sur  la  même  droite. 

72.  On  pourrait  supposer  (pie  le  corps  eut  la  liberté  de 
glisser  le  long  de  l'axe  fixe,  et  en  même  temps  de  tourner 
autour  de  lui.  Dans  ce  cas,  l'axe  détruirait  toutes  les  forces 
dont  la  direction  lui  serait  perpendiculaire,  et  n'en  pourrait 
détruire  aucune  autre.  Il  faudrait  donc  décomposer  chaque 
force  qui  rencontre  l'axe  en  deux  autres,  l'une  suivant  l'axe, 
I  autre  perpendiculaire.  Mais  alors  il  est  plus  simple  de 
prendre  des  axes  rectangulaires,  et  les  conditions  d'é{|uilibre 
serctnl  rxpriinéos  parles  deux  équalion> 

/^  V  cosy  m  o,      ^  l*(.r  cos€  —  v  ces  a)  =:  o. 

On  connailr;i  la  résistance  de  l'axe,  en  conqiosanl  les  cou- 
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pies  situés  dans  les  plans  ZX,  ZY,  et  les  forces  dirigées 
suivant  les  axes  des  x  et  des  j'. 

Si  le  corps  ne  pouvait  que  glisser  sans  tourner,  l'équa- 
tion 2,  P  cos  Y  =  o  serait  suffisante  et  nécessaire,  et  le  couple 

situé  dans  le  plan  xy  ferait  connaître  la  résistance  opposée 
par  l'axe  à  la  torsion. 

La  machine  que  Ton  nomme  tour  ou  treuil  nesl  autre 
chose  qu'un  corps  solide  qui  a  la  liberté  de  tourner  sans 
glisser  autour  d'un  axe  fixe.  Ce  qui  précède  fait  donc  con- 
naître la  condition  d'équilibre  de  cette  machine  et  la  charge 
que  supporte  l'axe. 

r^orsque  les  forces  se  réduisent  à  deux,  situées  dans  des 
plans  perpendicul  lires  à  l'axe,  la  condilion  d'équilibre  con- 
siste en  ce  que  ces  forces  soient  en  raison  inverse  de  leur 
distance  à  l'axe. 

Remarque.  —  Les  deux  derniers  cas  particuliers  que 
nous  venons  de  traiter  donnent  une  interprétation,  (ju  il 
est  bon  de  connaître,  aux  six  équations  de  l'équilibre,  rela- 
tives à  des  axes  coordonnés  rectangulaires.  Si  l'on  consi- 
dère trois  droites  reclangulaii'es  qui  se  coupent  en  un  même 
point,  et  qu'on  fixe  lune  quelconque  d'entre  elles,  de  ma- 
nière que  le  corps  n'ait  que  la  liberté  de  glisser  le  long  de 
cet  axe  sans  tourner,  les  trois  premières  équations  d'équi- 
libre expriment  que  les  forces  données  ne  permettront 
aucun  de  ces  trois  déplacements.  Les  trois  autres  expriment 
que,  si  le  corps  avait  successivement  la  liberté  de  tourner 
sans  glisser  autour  de  chacun  des  mêmes  axes  successive- 
ment, aucun  de  ces  déplacements  ne  serait  produit  par  les 
mêmes  forces. 

73.  Cas  où  le  corps  s  appuie  sur  un  plan  fixe  sur 
lequel  il  peut  glisser  librement.  —  On  prendra  pour  plan 
des.x,  y  celui  sur  lequel  le  corps  s'appuie  par  un  nombre 
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quelconque  de  points.  Ce  plan  ne  peut  produire  que  des 
forces  normales  et  de  même  sens,  appliquées  aux  points  de 
contact,  et  les  forces  ont  nécessairement  une  résultante 
normale  égale  à  leur  somme.  11  est  donc  nécessaire  que 
toutes  les  forces  appliquées  aux  corps  aient  une  résultante 
parallèle  à  l'axe  des  z  :  d'où  résultent  les  équations 

^Pcosa=:o,      ^I'cosê  =  o,      ^^P{xcos(j  —  >'cbsa):=o. 

De  plus,  en  composant  successivement  les  forces  déve- 
loppées par  le  plan  lixe,  on  reconnaît  facilement  que  leur 
résultante  ne  peut  avoir  son  point  d'application  en  dehors 
du  polygone  convexe  qui  renferme  tous  les  points  de  contact  : 

il  est  donc  nécessaire  cpic  la  résultante  de  la  force  ^Pcosy 

et  des  deux  couples  situés  dans  les  plans  ZX,  ZY  ait  son  point 
d'application  dans  l'intérieur  de  ce  même  polvgone,  et  tende 
à  appuyer  le  corps  sur  le  plan.  Réciproquement,  si  cette  con- 
dition est  remplie,  l'équilibre  aura  lieu,  parce  que  cette  résul- 
tante pourra  toujours  être  décomposée  en  forces  normales 
au  plan,  et  appliquées  aux  divers  points  de  contact. 

Ces  forces  devront  satisfaire  seulement  aux  trois  équations 
données  par  la  théorie  des  forces  parallèles  ;  elles  seront  donc 
indéterminées,  s'il  y  a  plus  de  trois  points.  Si  tous  les  points 
sont  en  ligne  droite,  le  point  d'application  de  la  résultante 
devra  se  trouver  sur  celte  droite,  et  il  y  aura  indétermination, 
lors  même  qu'il  n'y  aurait  que  trois  points. «Enlin,  s'il  i\\ 
avait  qu'un  point  de  contact,  il  serait  nécessaire  qu'il  fût 
situé  sur  la  direction  de  la  résultante.  Cette  indétermination, 
(pii  indique  sculnncnl  la  possibilité  évidente  de  décomposer 
d  uMf  iuriiiité  de  manières  la  résultante,  ne  signifie  pas  que 
le  problème  physique  qui  aurait  pour  objet  de  déterminer 
les  efforts  exercés  sur  le  plan,  aux  points  par  lesquels  le 
corps  s'appuie,  est  indéterminé.  Dans  ce  problème  il  faut 
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Icnir  compte  de  la  flexibilité  du  plan  cl  du  corjis,  et  l'on 
déterminera  la  pression  qui  a  lieu  en  chaque  jxiinl  d'après 
les  hvpolhèses  qu'on  fera  sur  l'état  élastique  de  ces  corps. 
Cette  question  ainsi  envisagée  ne  donne  lieu  à  aucune  dil- 
ficulté  de  conception;  mais  le  calcul  en  offre  qu'on  ne  sau- 
rait surmonter  généralement. 
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74.  Lorsque  tous  les  points  d'un  système  ne  sont  pas  in- 
varia])lement  liés  les  uns  aux  autres,  on  ne  peut  plus  faire 
les  compositions  et  décompositions  qui  réduisent  toutes  les 
forces  à  une  seule  force  et  un  seul  couple.  Le  principe  gé- 
néral d'après  lequel  on  ramène  ce  cas  au  précédent,  con- 
siste en  ce  qu'il  est  évidemment  nécessaire  et  suffisant  que 
chacun  des  systèmes  rigides  partiels  soit  en  équilibre  au 
moven  des  forces  qui  agissent  sur  lui,  et  qui  se  composent, 
tant  des  forces  données  que  de  celles  qiii  naissent  de  sa 
liaison  avec  les  autres  systèmes.  Cela  posé,  on  pourra, 
d'après  les  théories  précédentes,  former  les  équations  d'équi- 
libre de  chaque  système  rigide,  dont  le  nombre  pourra  varier 
d'un  à  six  pour  chacun  d'eux.  En  éliminant  les  forces  pro- 
venant des  liaisons,  on  aura  les  équations  auxquelles  devront 
satisfaire  les  forces  données,  pour  que  le  système  composé 
soit  on  équilibre;  et  les  équations  qui  auront  servi  à  l'éli- 
mination feront  connaître  les  valeurs  de  toutes  les  forces 
de  liaison,  et  leurs  directions,  quand  elles  ne  seront  pas 
données  immédiatement. 

Dans  le  cas  particulier  où  l'équilibre  de  chaque  système 
n'exigerait  qu'une  équation,  et  où  la  communication  de  l'un 
à  l'autre  ne  donnerait  lieu  qu'à  deux  forces  égales  et  con- 
traires, il  est  facile  de  voir  qu'il  n'y  a  qu'une  seule  équation 
nécessaire  pour  l'équilibre  des  forces  données. 
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En  effet,  soit  m  lo  nombre  des  systèmes,  on  aura  ni  équa- 
tions déqulllbre  cl  m  —  i  forces  inconnues,  développées 
parla  communication  du  premier  avec  le  second,  du  second 
avec  le  troisième,  et  ainsi  de  suite  jusqu'au  m'^™*. 

Soient  X,,  X2,  .  .  . ,  ^m~\  ces  m  —  i  forces.  La  première 
équation  renfermera  X|,  la  seconde  Xi  et  X2,  la  troisième 
Xo  et  X3,  enfin  la  dernière  ne  renfermera  que  X„,_|  sans 
compter  toutes  les  forces  données. 

Tirant  X|  de  la  première  et  le  reportant  dans  la  seconde, 
puis  Xo  de  celle-ci  et  le  reportant  dans  la  troisième,  et 
continuant  ainsi,  on  arrivera  à  une  dernière  équation  ne  ren- 
fermant plus  que  les  forces  données.  Ce  sera  la  condition 
unique  de  leur  équilibre  ;  et  toutes  les  équations  précédentes 
feront  connaître  X|,  X2,  .  .  . ,  X„j_(. 

EXEMPLES    DIVERS. 

7o.  Premier  exemple.  —  Équilibre  (V an  fil  flexible  01 
inextensible,  sollicité  par  deux  forces. 

Les  corps  de  la  nature  étant  réellement  composés  de  mo- 
lécules très  petites,  séparées  les  unes  des  autres  ]>ar  de  très 
petits  intervalles,  la  continuité  géométri(jue  (pie  nous  leur 
supposons  est  une  pure  fiction,  propre  à  simplifier  les  ques- 
tions. 

Un  fil,  ou  un  corps  aussi  délié  que  possible,  est  donc  une 
suite  de  molécules  disjointes,  retenues  à  des  distances  très 
petites  que  nous  regarderons  comme  constantes,  et,  le  plus 
ordinairement,  égales.  Il  ne  présentera  donc  pas  la  figure 
(rime  ligne  continue,  mais  d'un  polygone  dont  les  côtés 
pourront  être  considérés  comme  excessivement  petits,  el 
de  longueur  invariable  si  le  iil  est  supposé  inextensible. 

Nous  resterons  dans  la  réalité  de  celte  conccplion,  lors- 
qu  elle  lacilitera  les  raisonnements;  mais  nous  finirons 
toujours  par  substituer  une  courbe  au  polygone,  parce  que 
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cette  Inpolhèse  simplifiera  beaucoup  les  expressions  ana- 
lytiques. 

On  voit  Jonc  ici,  contrairement  à  ce  qui  arrive  ordinai- 
rement dans  la  Géométrie,  que  c'est  la  courbe  qui  est  la  fic- 
tion, au  lieu  que  ce  soit  le  polygone. 

Voyons  maintenant  comment  un  pareil  système  peut  être 
en  équilibre,  lorsque  deux  forces  sont  appliquées  à  ses  ex- 
trémités. Or,  l'équilibre  de  chaque  sommet  exigeant  que 
les  côtés  adjacents  soient  en  ligne  droite,  le  fil  entier  ne 
pourra  former  qu'une  ligne  droite.  Les  deux  forces  devront 
être  égales,  opposées  et  dans  la  direction  du  fil,  puisque 
nous  avons  démontré  que  cela  était  nécessaire  dans  le  cas 
d'un  système  rigide,  et  que  l'équilibre  subsisterait  en  ren- 
dant le  fil  rigide  :  et  cela  étant,  il  est  évident  que  le  fil  ne 
pourra  prendre  aucun  déplacement.  Une  de  ces  forces  s'ap- 
pelle la  tension  du  /il. 

76.  Deuxième  exemple.  —  Considérons  en  second  lieu 
deux  leviers,  c'est-à-dire  deux  systèmes  rigides  liés  respec- 
tivement à  deux  points  fixes  0,0'  {Jig.  8)  autour  desquels 


ils  peuvent  tourner  librement,  et  sollicités  par  des  forces 
quelconques.  Un  fil  flexible  a  ses  extrémités  fixées  en  deux 
points  M,  M'  de  ces  corps.  On  demande  les  conditions  d'é- 
quilibre de  ce  système,  qui  est  dans  une  position  donnée 
où  le  fil  a  tous  ses  points  en  ligne  droite,  et  peut  avoir  une 
tension  inconnue  quelconque. 
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En  désignant  cette  tension  inconnue  par  X,  le  levier  MO 
sera  en  équilibre  sous  l'action  des  forces  qui  y  sont  direc- 
tement appliquées,  et  de  la  force  X  qui  agit  de  M  vers  M'; 
il  résulte  de  là  les  trois  équations  connues,  qui  renferment 
chacune  X  au  premier  degré.  De  même  le  corps  M'O'  sera 
en  équilibre  sous  l'action  des  forces  qui  y  sont  appliquées 
et  de  la  force  X  qui  agit  de  ÎM'  vers  M.  On  trouve  ainsi  Jrois 
nouvelles  équations  qui  renferment  encore  X  au  premier 
degré. 

Tirant  la  valeur  de  X  de  l'une  de  ces  six  éf|uations,  on 
connaîtra  la  tension  du  fd  ;  et  la  reportant  dans  les  cinq 
autres,  on  aura  les  équations  de  condition  auxquelles  doivent 
satisfaire  les  forces  données  pour  que  le  système  soit  en 
équilibi'e. 

77.  Troisième  exemple.  —  Considérons  maintenant  le 
système  composé  d'un  levier  et  dun  treuil,  c'est-à-dire  d'un 
corps  qui  ne  peut  que  tourner  autour  d'un  axe  fixe;  le  pre- 
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mier  pou\anl  tourner  libreni».'iil  autour  du  point  O.  li 
l'autre  autour  de  l'axe  AZ  {Jig-  9).  Us  sont  sollicités  par 
des  forces  quelconques  et  se  touchent  en  un  point  M.  On 
demande'  les  conditions  pour  qii'il  y  ait  équllil)re,  et  la  va- 
leur de  la  pression  mutuelle  ru   M. 

Désignant  jiar  \   riulonsité  inronnue  de  eellc  prrssion, 
le  cor|)s  MO  sera  eu   ('(piilibie  sous  laction  dc^  lorces  qui 
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V  sont  directement  a|>pliqiu'es  et  de  la  force  X  dirigée  sui- 
vant >1N.  Il  résultera  de  là  trois  équations  qui  reniernic- 
ront  X  et  les  forces  proposées. 

Le  second  corps  sera  en  équilibre  sous  l'action  des  forces 
qui  V  sont  appliquées  et  de  X  qui  sera  dirigée  de  M  vers  N'. 
L'équilibre  de  ce  corps,  qui  ne  peut  que  tourner  autour 
d'un  axe  fixe,  conduira  à  une  équation  unique  renfermanl 
X.  On  aura  ainsi  quatre  é(|uations,  dont  l'une  fera  con- 
naître X,  et  les  trois  autres  donneront,  par  la  substitution 
de  celte  valeur,  trois  équations  de  condition  entre  les  quan- 
tités données. 

78.  Quatrième  exemple.  —  Prenons  maintenant  pour 
exemple  un  polvgone  formé  par  des  droites  rigides,  dont  les 


angles  peuvent  varier  sans  opposer  de  résistance,  et  dont  les 
extrémités  sont  assujetties  à  rester  sur  des  courbes  données. 

Soient  ABCDE  {fig.  lo)  ce  polygone;  P,  Q,  R,  S,  T 
les  résultantes  des  forces  appliquées  respectivement  aux 
points  A,  B,  C,  D,  E. 

Chacun  de  ces  points  doit  être  en  équilibre  au  moyen  des 
forces  qui  agissent  immédiatement  sur  lui  et  de  la  résistance 
de  la  courbe;  et,  par  conséquent,  la  résultante  des  forces, 
abstraction  faite  de  cette  résistance,  doit  être  normale  à  la 
courbe. 

Dlh.  —  Metli.  IV.  - 
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De  niènn',  chaque  côté  doit  être  en  équilibre  au  moyen 
des  forces  de  tout  genre  qui  y  sont  appliquées;  ce  qui  exige 
que  les  deux  résultantes  de  toutes  celles  qui  agissent  sépa- 
rément en  A  et  en  B  sur  celle  tige,  soient  égales  et  directe- 
ment opposées,  et,  par  suite,  que  cette  direction  soit  celle 
du  côté  lui-même  :  d'où  il  résulte  que  ce  côté  produira 
deux  forces  égales  et  contraires,  agissant  dans  la  direction 
de  cette  tige. 

Cela  posé,  désignons  par  X,  Y,  Z,  U  les  forces  que  pro- 
duisent ainsi  les  divers  côtés  du  polygone.  Soient  «,  b,  c, 
</,  e  les  angles  que  font  les  directions  des  forces  P.  Q,  R, 
S,  T  avec  les  tangentes  aux  courbes  données,  considérées 
■dans  des  sens  déterminés;  a,  a' les  angles  que  les  directions 
des  deux  lorces  X  font  avec  les  tangentes  en  A  et  B;  6,  6' 
les  angles  des  forces  Y  avec  les  tangentes  en  B  et  C;  et  ainsi 
de  suite. 

L'équilibre  du  point  A  donnera  la  condition 

P  cos  rt -h  X  ces  oc  r=  o. 

L"c(|uilibre  du  point  B  donnera 

X  ces  a,'  4-  Q  ces  b  -r-\  cos  ^  ^rr  o, 

et  Ton  trouvera  de  même  pour  les  autres  points 

Y  cosê'  -f-  W  cos  c  -\''L  cos  Y  ^^  o, 

Z  cos  y'  -r-  S  COSf/  -h  U  COs5  rr:  O, 

u  coso'  -+-  T  cose  r^  o. 

Kliminant  \,  Y,  />,  U  cnlro  toutes  cos  é(pialions,  il  en 
reste  une  seule  entre  les  forces  données,  qui  sera  la  condi- 
tion d'équilibre  du  système.  Les  autns  feront  oortn.iitre  les 
intensités  des  forces  X,  \  ,  /,  U. 

(Miant  au  sens  dans  lecpiel  elles  agissent,  et  qui  n'est 
pas  coiimi   d'avance,   il  sera  di-liTininé   par  les  signes  que 
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devront  avoir  les  cosinus  des  angles  a,  a',  6,  5',  ....  Ainsi, 
la  première  équation,  faisant  connaître  le  signe  de  cosa, 
détermine  le  sens  de  la  force  X,  provenant  de  la  tige  AB  et 
agissant  en  A;  d'où  résulte  le  sens  de  la  seconde  force  X, 
appliquée  en  B,  et  par  suite  le  signe  de  cosx'.  La  seconde 
équation  fera  connaître  ensuite  le  signe  de  cos6,  d'où  ré- 
sultera le  sens  de  la  force  Y  agissant  en  B;  et  ainsi  de  suite 
jusqu'au  dernier  coté. 

79.  Si  l'une  des  liges  était  normale  à  l'une  des  courbes, 
il  en  résulterait  des  conséquences  particulières  qu'il  est  bon 
de  remarquer.  Supposons,  par  exemple,  que  BC  soit  donnée 
normale  à  la  courbe  en  B,  on  auia 

cosêr=o, 

et  les  deux  premières  équations  donneront,  par  IV-Hinina- 
tion  de  X,  une  équation  de  condition,  qui  ne  sera  autre  que 
la  condition  d'équilibre  des  deux  forces  Pet  Q,  qui  seraient 
appliquées  à  la  tige  unique  AB,  dont  les  extrémités  seraient 
liées  aux  deux  premières  courbes.  Cela  devait  être,  en  effet, 
puisque  la  force  Y,  étant  détruite  par  la  résistance  de  la 
courbe  en  B-,  doit  être  regardée  comme  n'existant  pas  pour 
les  points  situés  du  côté  de  B  que  l'on  considère. 

Les  trois  autres  équations  donneront,  par  l'élimination 
de  Z  et  U,  une  équation  qui  sera  celle  de  l'équilibre  du  svs- 
tème  C,  D,  E,  considéré  isolément,  et  dans  lequel  il  v  au- 
rait une  force  indéterminée  Y  agissant  en  C  suivant  la  ligne 
BC,  dans  l'un  quelconque  des  deux  sens,  et  qui  sera  déter- 
minée par  celte  équation.  En  effet,  celle  lige  BC  peut  être 
sollicitée  par  une  force  quelconque  en  C  dans  le  sens  de  sa 
longueur,  sans  qu'il  en  puisse  résulter  aucun  déplacement, 
vu  qu'elle  sera  détruite  par  la  résistance  de  la  couibe  à 
laquelle  elle  sera  normale  en  B. 
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80.  Cinquième  exemple.  —  Considérons  maintenant  un 
système  de  points  liés  entre  eux  par  des  fils  flexibles  et 
inextensibles,  et  formant  ce  que  l'on  appelle  un  polvgone 
funiculaire.  Dans  ce  cas,  les  systèmes  rigides  partiels  se 
réduisent  à  des  points.  Soient  A,  B,  C,  D  {Jii!-  ii)  ces 
points;  U,  P,  Q,  R,  S,  V  les  forces  qui  y  sont  appliquées, 
et  dont  les  deux  extrêmes  U,  V  agissent  par  rintermédiairc 
des  fils  ou  cordons  AU,  DV. 

Pour  que  ce  système  soit  en  équilibre,  il  faut  (jue  chacun 
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des  points  A,  B,  C,  D  soit  en  équilibre  au  moven  des  lorce^ 
qui  y  sont  appliquées.  Ainsi,  par  exemple,  le  point  B  est 
sollicité  par  trois  forces  qui  sont  les  efforts  exercés  par  lo 
cordons  BA,  BC,  et  la  force  Q;  ces  trois  forces  devront 
donc  être  dans  un  même  plan,  et  chacune  d'elles  propor- 
tionnelle au  sinus  de  l'angle  des  deux  autres.  Mais  l'équi- 
libre de  chacun  des  cordons  exige  encore  qu'il  soit  tiré  par 
des  forces  égales  et  contraires,  et  dont  l'intensité  est  la  ten- 
sion du  cordon.  Au  moyen  de  ces  conditions,  on  pourra 
déterminer  les  tensions  de  tous  les  cordons,  et  les  rapports 
des  forces  entre  elles,  lorsque  l'on  connaîtra  la  figure  du 
jtoKijone  en  équilibre. 


81.  On  peut  déterminer  très  simplement  la  tension  1 
d'un  cordon  quelconque  CD,  en  observant  (|u'il  >  a  équi 
libre  entre  celte  force  T  et  la  partie  du  système  »jui  est  située 
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trnn  côté  quelconque  de  CD.  Considérons,  par  exemple, 
les  forces  U,  P,  Q,  R  et  ï;  elles  ne  cesseront  pas  d'être  en 
équilibre  si  Ton  rend  inflexible  le  polygone  ABC;  et,  par 
conséquent,  la  force  T  est  égale  et  opposée  à  la  résultante 
des  forces  U,  P,  Q.  K;  et,  comme  on  peut  transporter  des 
forces  en  un  point  quelconque  de  leur  résultante  sans 
changer  leur  efl'el,  on  obtient  le  théorème  suivant  : 

La  tension  d'un  cordon  quelconque  est  la  résultante  de 
toutes  les  forces  situées  d'un  même  côté  de  ce  cordon,  et 
transportées  parallèlement  à  elles-mêmes  en  un  quel- 
conque de  SCS  points. 

82.  Lorsque  le  polygone  est  en  équilibre,  il  v  sera  encore 
si  l'on  rend  sa  figure  invariable;  et,  par  conséquent,  toutes 
les  forces  extérieures  qui  v  sont  appliquées,  doivent  satis- 
faire aux  conditions  d'équilibre  d'un  système  rigide.  Si  donc 
on  les  transporte  parallèlement  à  elles-mêmes  en  un  même 
point,  elles  doivent  donner  une  résultante  nulle,  ce  qui 
donne  trois  équations. 

Réciproquement,  si  ces  conditions  sont  satisfaites,  on 
pourra  donner  au  polygone  une  figure  telle,  que  les  forces, 
données  de  grandeur  et  de  direction,  s'y  fassent  équir 
libre. 

En  eflet.  plaçons  arbitrairement  le  point  A,  et  donnons 
au  cordon  AB  la  direction  opposée  à  la  résultante  de  U  et 
P,  et  une  tension  égale  à  cette  résultante.  Donnons  ensuite 
au  cordon  BC  une  direction  contraire  à  la  résultante  de  la 
force  Q  et  de  la  tension  du  cordon  AB,  et  une  tension  égale 
à  cette  résultante;  et  continuons  ainsi  jusqu'au  dernier 
sommet  D  :  la  direction  et  l'intensité  qu'il  faudra  donner  à 
la  force  qui  tiendra  ce  point  en  équilibre,  seront  telles,  que 
le  polygone  entier  y  soit  lui-même;  elle  sera  donc  égale  et 
opposée  à  la  résultante  des  forces  U.  P,  Q,  R,  S,  transpor- 
tées en  D,  el.  par  conséquent,  sera  la   force  donnée  A  .  On 
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peut  donc  toujours  donner  au  poKgone  une  force  telle,  que 
des  forces  données  de  grandeur  et  de  direction  s'y  fassent 
équilibre,  pourvu  que,  transportées  en  un  même  point,  elles 
s'y  détruisent.  Celte  conséquence,  étant  indépendante  du 
nombre  des  côtés  du  polygone,  aura  lieu  encore  à  la  limite, 
lorscjue,  les  côtés  tendant  vers  zéro,  il  s'approchera  indé- 
finiment de  se  confondre  avec  une  courbe. 

83.  Si  les  extrémités  dii  cordon  sont  fixes,  les  forces  U 
et  \  ne  sont  plus  données,  et  Ton  peut  encore  se  proposer 
de  déterminer  la  forme  du  polvgone  en  équilibre,  et  les 
valeurs  de  ces  deux  forces. 

Pour  cela,  on  partira  de  la  première  extrémité  fixe  U, 
et  Ion  supposera  connues  les  trois  composantes  de  la  ten- 
sion U;  on  déterminera,  en  conséquence,  la  position  du 
point  A,  ainsi  que  les  positions  des  autres- points  et  les  ten- 
sions de  tous  les  cordons.  Les  coordonnées  du  point  extrême 
du  dernier  cordon  seront  donc  exprimées  en  fonction  de 
celles  du  premier  point,  que  l'on  peut  supposer  nulles,  el 
des  trois  composantes  de  la  force  U.  En  égalant  ces  expres- 
sions aux  valeurs  données  des  coordonnées  du  second  point 
fixe,  on  aura  trois  équations  qui  détermineront  ces  compo- 
santes, ainsi  que  toutes  les  tensions  et  les  positions  de  tous 
les  sommets. 

84.  Si  les  directions  des  deux  cordons  extrêmes  se  ren- 
contrent, les  forces  l',  V  ont  une  résultante  :  d'où  il  suit 
que  les  forces  P,  Q,  R,  S  en  ont  une  égale  et  opposée;  el, 
par  conséquent,  lorsque  le  j>olvgone  est  en  équilibre,  et  que 
les  deux  extrémités  sont  fixes,  on  connaîtra  rolTorI  exercé 
sur  chacune  d'elles  en  prolongeant  les  cordons  qui  y  abou- 
tissent, puis  transportant  à  leur  point  de  concours  les  forces 
données,  elles  déc()nq>osant en  deux  forces  dirigées  suivant 
CCS  nicmcs  cordons,  (^-harune  de  ces  romj^osanlcs  mesurera 
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la  tension   du   cordon    correspondant   et     l'efforl   (jiii    sera 
exercé  sur  le  point  fixe  où  il  est  attaché. 

85.  Lorsque  toutes  les  forces  P,  Q,  R  {Jig.  12)  sont  pa- 
rallèles,- il  est  facile  de  voir  que  tout  le  svstèmc  est  coin- 
pris  dans  un  même  plan.  Supposons,  de  plus,  que  l'un  des 
cordons,  BC  jiar  exemple,  soit  perpendiculaire  à  la  direc- 
tion des  forces;  remplaçons-le  par  une  force  égale  à  sa  len- 
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sion,  et  ne  considérons  que  les  forces  situées  d'un  même 
côté  de  ce  cordon.  La  tension  dun  cordon  quelconque  DE 
est  la  résultante  de  toutes  les  forces  situées  d'un  même 
côté  et  transportées  au  point  D;  donc  la  composante  per- 
pendiculaire aux  forces  sera  constante  pour  tous  les  cor- 
dons, et  égale  à  la  tension  BC;  et  la  composante  parallèle 
aux  forces  sera  la  somme  de  toutes  ces  forces,  depuis  B  jus- 
qu'en D. 

86.  Lorsqu'une  force  sollicite  un  point  qui  est  retenu 
par  plusieurs  cordons,  on  aura  la  tension  de  chacun  d'eux 
en  décomposant  cette  force  en  d'autres  qui  soient  dirigées 
suivant  tous  les  cordons.  Il  y  aura  indétermination  si  leur 
nombre  est  plus  grand  que  trois;  et  cela  tient  à  l'hvpothese 
que  l'on  fait  de  l'inextensibilité  des  cordons.  C  est  ainsi 
que  nous  avons  déjà  vu  que  les  pressions  exercées  par  un 
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corps  qui  repose  sur  un  plan  par  plus  de  Irois  points,  ne 
sont  pas  déterminées  individuellement.  Dans  la  réalité,  les 
pressions  en  chaque  point  du  plan  et  les  tensions  de  chaque 
cordon  sont  déterminées,  parce  que  chaque  cordon  s'allonge, 
et  chaque  point  de  contact  d'un  corps  sur  le  plan  cède  plus 
ou  moins.  Ces  circonstances,  jointes  aux  propriétés  physi- 
ques de  la  matière  qui  les  forme,  font  connaître  chaque 
ibrce  en  particulier;  mais  ces  recherches  sont  étrangères  à 
celle  partie  du  cours,  et  nous  ne  nous  en  occuperons 
pas. 

87.  Sixième  exemple.  —  Équations  de  l'équilibre  d'un 
fil  dont  tous  les  points  sont  sounns  à  l'action  de  forces 
données. 

Nous  avons  supposé  jusqu'ici  que  les  forces  étaient  ap- 
pliquées à  des  points  sans  étendue,  et  qu'elles  étaient  en 
nomhre  fini;  mais,  dans  bien  des  questions,  tous  les  poinis 
d'un  corps  sont  supposés  soumis  à  l'action  de  l'orces,  et  Cf^ 
forces  ne  peuvent  être  finies,  sans  quoi  la  plus  petite  partie 
que  l'on  concevrait  dans  le  corps  serait  sollicitée  par  une 
force  infinie,  ce  qui  serait  inadmissible.  Dans  toutes  les 
questions  di;  ce  genre,  on  conçoit  en  un  point  quelconque 
du  corps  un  volume  infiniment  petit  dans  tous  les  sens,  dont 
il  fasse  partie  et  qui  tendra  vers  zéro,  en  comprenant  tou- 
jours ce  point;  à  ce  volume  sera  appliquée  une  force  dont 
la  direction  donnée  déjiend  de  la  jiosition  du  point  et  dé- 
croissant indéfiniment  avec  lui  et  dans  un  rapport  dont  la 
limite  est  finie  et  donnée.  Cette  limite  se  nomme  la  force 
appliquée  au  point  considéré,  rajtportée  ù  l'unité  de  vo- 
lume. 

D'après  cela,  il  est  clair  que,  si  \\n\  donne  en  fonction 
des  coordonnées  des  poinis,  la  grandeur  cl  la  dirccliKu  de 
celte  force,  il  suffira,  pour  avoir  la  force  appliquée  à  un 
volume  infiniment  pelit  d.ms  ions  les  sens,  de  considi-ior 
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un  quelconque  de  ces  points  et  de  raultipller  la  force  ap- 
pliquée à  ce  point  par  ce  volume  :  on  aura  l'expression  de 
la  force  appliquée  au  volume,  à  un  infiniment  petit  près, 
par  rapport  à  ce  volume,  et  il  en  sera  de  même  pour  sa 
direction;  de  sorte  que  Ton  pourra  obtenir  avec  exactitude 
les  résultats  qui  ne  dépendront  que  des  limites  des  rapports 
ou  des  sommes. 

88.  Appliquons  ces  considérations  générales  au  cas  d'un 
(il.  Soient  X,  Y,  Z  les  composantes  de  la  force  qui  sollicite 
un  point  quelconque  du  fil,  et  qui  est  rapportée  à  l'unité 
de  longueur;  de  sorte  qu'un  arc  infiniment  petit  ds  soit 
sollicité  par  une  force  dont  les  composantes  soient  X^/5, 
\  <:/•>,  'Lch.  Les  extrémités  du  fil  peuvent  être  fixes,  ou  sol- 
licitées par  des  forces  données  de  direction  et  d'intensité; 
il  s'agit  de  trouver  les  conditions  de  l'équilibre  du  svstème, 
qui  n'est  autre  chose  qu'un  polygone  funiculaire  d'un  nombre 
infini  de  cotés. 

Or,  dans  cet  état,  un  élément  infiniment  petit  quelconque 
du  fil  doit  être  en  équilibre  au  moyen  des  forces  qui  v  sont 
apj)liquées;  et  récipi'oquement,  si  cela  a  lieu,  le  fil  entier 
sera  en  équilibre. 

Soit  donc  ds  un  élément  quelconque,  il  ne  cessera  pas 
d'être  en  équilibre  si  l'on  rend  sa  figure  invariable.  Or  les 
forces  qui  le  sollicitent  sont  les  tensions  extérieures  exer- 
cées à  ses  extrémités,  qui  sont  dirigées  respectivement 
suivant  les  tangentes  en  ces  points,  et  de  plus  les  forces 
Xf/5,  \  ds^  Tjds. 

La  tension  T,  variant  d'une  manière  continue  en  même 

temps  que  l'arc  s  de  la  courbe,  en  est  une  fonction  conti- 

,  .         dx    dv    dz   y  ,  n  ■    ^ 

nue,  ainsi  que  les  cosinus  -7-,  -^,  -y  des  aneies  que  lait  la 
'  ds     ds     ds  °       ^ 

tangente  avec  les  axes.  Les  composantes  de  la  tension,  con- 
sidérée dans  le  sens  où  s  augmente,  sont  donc,  aux  deux 
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extrémités  de  l'arc  ^5, 


et 


ds  ds  ds  ' 


Ï$_^,/^T^^V     T^4^-r/fT^'U     T^-^^T^^- 


ds  \      ds  )  ds  \     ds  )  ds  \     ds 

Supposons   les    arcs   s   comptés  à  partir  de  l'extrémité   A. 
(Jig'  i3),  et  soit  MN  l'arc  infiniment  petit  ds.  Les  direc- 

Fig.   i3. 


tiens  des  deux  forces  tangentes  aux  points  M  et  N  se  ren- 
contrent si  la  courbe  est  plane,  et  elles  peuvent  être  consi- 
dérées comme  se  rencontrant  même  dans  le  cas  dune  courbe 
à  double  courbure,  parce  que  leur  plus  courte  distance  est 
du  troisième  ordre  infinitésimal,  ds  étant  du  premier.  Elles 
peuvent  donc  être  considérées  comme  avant  une  résultante 
située  dans  le  plan  osculateur,  en  négligeant  le  troisième 
ordre  infinitésimal.  Les  forces  qui  agissent  en  tous  les  points 
de  MN  doivent  donc  avoir  une  résultante  égale  et  opposée 
à  la  première,  et,  par  suite,  comprise  dans  le  plan  osculateur 
de  la  courbe.  Les  conditions  cberchées  de  l'équilibre  sont 
donc  celles  des  forces  appliquées  à  un  nième  point,  «'t  elles 
doivent  exprimer  que  les  sommes  des  composantes  paral- 
lèles à    chaque  axe  sont  séparément    nulles.    Si   donc  on 

observe  «pie   les  composantes  T  --^>  T  -^>  '^  "T  <^'^'^«^'"' 
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être  changées  de  signe,   on  aura  les  équations  suivantes  : 


1    ./^rfvA 


-^-Xds^  o, 


,/  (  T  '-^]  ~Zds  =  o. 


Si  l'on  multiplie  la  première  par  -j-f  la  seconde  par  -7-, 


ds  ^      ds 

.   pf    rin  nn    l(""i    m 


,  •  -,  dz  ,        ,  .  , 

la  troisième  par -y-,  et  cpi  on  les  ajoute,  en  observant  que 


(^y-ci)'+(si='' 


et,  par  suite, 


d.r      dx        dy      dv        dz      dz 

ds       ds         ds       ds         ds      ds  ' 

on  obtiendra 

f/T  -+-  X  dx  -^  Y  dy  -^Zdz  ^=0, 

équation   qui  pourra  remplacer  une  quelconque  des  équa- 
tions (i). 

Le  plus  ordinairement,  ^dx  -I-  \  dv  -^'Ldz  est  la  diffé- 
rentielle d'une  fonction  c(.r,  r,  ^),  et  Ton  aura  alors 

T  =:  —  o(j",  1',  z)  -i-  G. 

Dans  le  cas  où  la  tension  ï'  sera  connue  en  un  point  a\ant 
pour  coordonnées  x\  y' .  z',  on  aura 

T-T  =  :^{x',y',z'y-o{x,y,z), 

de  sorte  que  l'on  connaîtra  la  tension  en  tout  autre  point, 
en  fonction  de  ses  coordonnées;   et  dans  tous  les  cas,  la 
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diflftrcnce  des  Icnsions  inconnues  qui  ont  lieu  en  deux 
points  du  fil  ne  dépendra  que  des  coordonnées  de  ces 
points.  La  valeur  de  T  étant  substituée  dans  deux  des  équa- 
tions (i),  on  aura  les  équations  de  la  courbe  formée  par 
le  fil. 

89.  Fil  sollicité  par  des  forces  normales.  —  Si  la  force 
dont  les  composantes  sont  X,  ^,  Z  élait  normale  en  tous 
les  points  de  la  courbe,  on  aurait 

\dx~Y dy  ^  l.dz  =-  o ; 

ç(a^,j)-,  z)  serait  constant,  et,  par  suite,  T;  dans  ce  cas,  le 
fil  est  donc  également  tendu  en  tous  ses  points.  C'est  ce  qui 
aura  lieu,  par  exemple,  lorsqu'il  sera  tendu  sur  une  surface 
qui  ne  produira  aucun  frottemonl. 

On  voit  donc  que  lorsqu'un  fil  s'enroule  sur  un  corps  dont 
la  surface  n'exerce  sur  lui  aucun  frottement,  et  que  l'équi- 
libre s'établit  avec  des  forces  en  dehors  de  la  partie  enroulée, 
les  deux  cordons  tangents  à  cette  surface  ont  une  tension 
égale,  puisque  cette  tension,  ne  \ariant  pas  dans  toute 
l'étendue  de  la  courbe  de  contact,  est  la  même  à  ses  deux 
extrémités. 

Il  en  est  de  même  si  l'une  des  forces  données  agit  sur  un 
polvgone  au  moyen  d'un  fil  ou  d'une  lige  quelconque  ter- 
minée par  un  anneau  dans  lequel  passe  le  fil  polygonal  :  les 
deux  cotés  du  polygone  situés  de  pari  et  d'autre  île  l'anneau 
seront  également  lendus. 

90.   La  tension  ï  étant  constante,  les  équations  (i)  de- 

\  ICIIIM'Ilt 


-Yd—      ~\  ds,     Te/  -i-  -  -  \ds,     Td  ~  :_  -  Zds, 
(is  (ts  as 
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I  Oi) 


T- 


{"^)-[ 


d 


([y 
(Is 


(X2-4-Y--t-Z-)r/s-, 


ou,  en  désignanl  par  P  la  force  el  par  R  le  ravon  de  coin- 
hure, 

T 

U' 


'P     p-rv-,    .|- 


p 


Ainsi,  quelle  que  soit  la  Torce  normale,  le  fil  prendra  une 
figure  IcUe,  que  celle  force  soil  en  raison  inverse  du  ravoii 
de  courbure. 

D'où  il  suit  que  si  la  force  esL  constante  el  que  la  cofirbt^ 
soit  plane,  elle  formera  un  arc  de  cercle. 

Si  la  force  normale  est  la  résistance  dune  surface,  coninic 
elle  doit  toujours  être  comprise  dans  le  plan  osculateur  de- 
là courbe,  ce  dernier  est  normal  à  celle  surface,  et  la  courbe 
est  celle  de  longueur  minimum  entre  deux  quelconques  de 
ses  points. 

91 .  On  peut  trouver,  par  des  considérations  géométriques 
1res  simples,  la  valeur  de  la  pression  exercée  sur  la  surface. 


Pour  cela,  considérons  la  courbe  que  (orme  le  fil  comme 
un  polvgone  dune  infinité  de  cotés  égaux  entre  eux;  la 
résultante  des  tensions  des  deux  cotés  consécutifs  AB,  BC 
sera  dirigée  suivant  la  ligne  BD  qui  divise  l'angle  ABC  en 
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(Jeux  parties  égales,  et  son  intensité  sera 

HC 
^TcosCBD,     ou     2T|7=r> 
au 

la  ligne  CD  étant  menée  perpendiculairement  à  BC  {Jig'-  i4)- 
Si  Ton  représente  par  R  le  ravon  du  cercle  (jui  passe  par 
les  trois  points  A,  B,  C,  et  qui  n'est  autre  chose,  à  la  limite, 
que  le  cercle  osculateur  de   la  courbe,  la  pression   sur  la 

surface  sera  mesurée  par  T  -^-  Lorsque  BC  tend  vers  zéro, 

la  pression  tend  elle-même  vers  zéro;  mais  si  l'on  consi- 
dère une  longueur  extrêmement  petite  a  sur  le  fd,  les  nor- 
males pourront  être  considérées  comme  parallèles,  et  les 
pressions  comme  égales,  ainsi  que  les  rayons  de  courbure, 
en  tous  les  sommets  du  polygone  infinitésimal  qui  v  seront 
compris  :  la  somme  de  ces  pressions  sera  donc  toujours  sen- 

2  T  ^^  T  X 

siblement  égale   à  -fr^l^C,  ou  à  -r-,  R  étant  le  ravon  de 

courbure  en  un  quelconque  des  j)olnts  de  l'arc  x.  Ainsi,  la 
valeur  de  la  pression  normale  produite  par  le  fil  sur  la  sur- 
face, dans  une  étendue  infiniment  petite  ds,  est  exprimée 

{)ar  — p-j  et  I  on  voit  qu  elle  est  en  raison  inverse  du  ravon 

de  courbure  au  point  que  l'on  considère. 


CHAPITRE  VI. 
DU  PRIXaPE  DES  VITESSES  VIRTUELLES. 


92.  En  revenant  sommairement  sur  tout  ce  qui  précède, 
on  voit  que  nous  avons  donné  d'abord  les  équations  de 
l'équilibre  d'un  point  libre,  puis  d'un  svstème  rigide  libre, 
sollicité  par  des  forces  quelconques;  nous  avons  considéré 
ensuite  ce  système,  assujetti  à  diverses  conditions  qui  ne 
lui  laissaient  pas  la  liberté  entière  de  ses  déplacements  :  et 
nous  nous  sommes  occupés  enfin  de  systèmes  non  rigides, 
mais  composés  de  systèmes  rigides  communiquant  les  uns 
aux  autres.  Nous  avons  montré  commentées  dernières  ques- 
tions se  ramènent  aux  précédentes,  et  nous  en  avons  donné 
quelques  exemples;  mais  les  calculs  changeraient  avec  les 
données,  et  tout  ce  que  nous  avons  pu  faire  connaître  de 
général,  c'est  le  moven  de  ramener  le  cas  compliqué  aux 
cas  simples  dont  il  se  compose. 

Le  principe  dont  nous  allons  nous  occuper  a  pour  objet 
de  renfermer  dans  une  seule  formule  les  équations  de 
l'équilibre,  çion  seulement  des  svstèmes  examinés  jusqu'ici, 
mais  de  tous  ceux  dont  les  conditions  sont  définies  d'une 
manière  rigoureuse  et  peuvent  être  exprimées  par  la  géo- 
métrie et  le  calcul. 

Or,  comme  il  est  évident  qu'on  ne  peut  tirer  d'une  for 
mule  que  ce  qu'on  y  a  mis,  il  est  nécessaire,  pour  la  démon- 
stration de  ce  principe,  de  faire  usage  des  conditions  d'équi- 
libre dans  tous  les  cas  auxquels  on  voudra  l'appliquer.  Et 
alors  on  se  demandera  peut-être  si  dans  ces  divers  cas  il  ne 
serait  pas  plus  simple  d'employer  directement  les  équations 
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qui   s'y  rapportent,   que  de   passer  par  rintermédiaire  dn 
principe  à  la  démonstration  duquel  elles  ont  concouru. 

Celte  objection  a  quelque  chose  de  spécieux,  et  il  est 
bon  dV  répondre  avant  d'entamer  la  démonstration.  Nous 
dirons  d'abord  que  la  généralisation  à  laquelle  ce  principe 
ronduit  n'est  pas  comme  celle  que  Ton  obtient  en  réunis- 
sant dans  une  formule  les  solutions  de  questions  de  même 
genre,  différant  les  unes  des  autres,  seulement  par  les 
valeurs  particulières  des  données.  Ici  le  genre  des  ques- 
tions peut  être  très  différent,  il  peut  même  n'être  pas  dési- 
gné. On  comprend  donc  que  la  formule  qui  en  contiendra 
les  solutions  devra  renfermer  des  indications  d'opérations 
clairement  définies,  mais  dont  la  forme  ne  pourra  ètn- 
exprimée,  parce  qu'elle  dépendra  de  la  nature  des  équa- 
tions qui  définiront  le  svstème. 

Malgré  celle  indécision  inévitable  dans  une  formule  qui 
doit  s'appliquer  à  une  infinité  d'espèces,  et  qui  deviendra 
précise  dès  que  l'espèce  prendra  une  forme  déterminée, 
cette  formule  oflrira  des  avantages  que  l'on  peut  comprendre 
d'avance. 

Elle  réduira  dans  chaque  cas  la  recherche  des  équations 
d'équilibre  à  de  simples  calculs  bien  définis,  et  qui  s'exé- 
cuteront sur  les  équations  qui  exprimeront  les  liaisons  des 
points  du  svslème,  il  n'v  aura  nullement  à  s'occuper  du 
mode  d'action  des  forces.  Ce  ne  sera  plus  un  problème  de 
la  science  des  forces,  mais  de  la  science  des  nombres  et  de 
celle  de  l'étendue.  La  première  science  sera  ramenée  aux 
deux  autres  précédemment  étudiées. 

11  v  aura  encore  cet  avantage  que  la  lornndo  élaul  iudi'- 
pendante  de  la  nature  particulière  des  liaisons  (|ui  rxisleul 
entre  les  jioints,  il  sera  possible  d'en  déduire  des  propo- 
sitions générales,  appbcables  au\  formes  de  liaisons  b's  plus 
diverses,  et  à  des  questions  n'a\ant  les  unes  avec  b>s  autres 
aucune  analogie. 
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ORIGINE    Dl"    PRINCIPE    DES    VITESSES    VIRTUELLES. 

93.  Galilée,  cherchant  à  se  rendre  compte  des  raisons 
pour  lesquelles  les  machines  ne  produisent  pas  toujours  les 
avantages  qu'on  en  espérait,  en  employant  de  petites  forces 
à  vaincre  de  grandes  résistances,  reconnut  que  cela  tenait 
à  ce  que,  dans  les  machines  non  en  équilibre,  les  espaces 
parcourus  par  les  points  d'application  de  la  puissance  et  de 
la  résistance,  dans  le  sens  de  ces  forces,  étaient  en  raison 
Inverse  des  intensités  de  ces  forces,  lorsqu'elles  se  faisaient 
équilibre  sur  la  machine.  Cette  proposition  peut  être  regar- 
dée comme  le  point  de  départ  de  la  théorie  que  nous  allons 
exposer,  quohjue  peut-être  il  ne  fût  pas  impossible  d'en 
trouver  quelque  idée  confuse  dans  les  ouvrages  d  Aris- 
tote. 

Galilée  la  déduit  des  conditions  déquilibre  qu'il  démontre 
préalablement,  et  en  tire  la  conséquence  que  les  machines 
ne  peuvent  servir  à  augmenter  ce  qu'il  appelle  impropre- 
ment la  force  (ce  qu'on  appelle  aujourd'hui  le  trcu'ail)^ 
mais  seulement  à  la  transformer;  qu'on  ne  peut  ])ar  leur 
nioven  frauder  la  nature,  et  obtenir  beaucoup  en  dépensant 
peu.  Ainsi,  par  exemple,  pour  élever  un  certain  poids  a 
une  certaine  hauteur,  en  employant  un  poids  di\  fois  plu> 
petit,  il  faut  que  ce  dernier  parcoure  en  descendant  un 
espace  dix  fois  plus  grand  que  l'autre;  de  sorte  que  l'on  a 
réellement  fait  le  même  travail  des  deux  côtés,  savoir  :  dix 
fois  celui  de  faire  parcourir  la  hauteur  donnée  à  un  poid> 
égal  au  dixième  du  poids  donné. 

Cette  remarque  est  une  des  plus  importantes  dans  hi 
théorie  des  machines,  et  peut  empêcher  bien  des  illusions 
désastreuses  dans  llndustrie.  Galilée  la  déduit  des  condi- 
tions de  l'équilibre,  et  ne  l'emploie  pas  à  la  généralisation 
de  l'énoncé  de  ces  conditions  dans  les  différentes  machines 
DuH.  —  Me  th.  IV.  8 
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en  équilibre,  mais  à  l'appréciation  de  l'ulilité  des  machines 
en  aclion. 

Descaries  a  fait  précisément  l'inverse  :  il  a  admis  comme 
évident  qu'il  fallait  la  même  force  pour  élever  un  poids  à 
une  certaine  hauteur,  que  pour  élever  un  poids  double  à 
une  hauteur  moitié  moindre,  ou  un  poids  triple  à  une  hau- 
teur trois  fois  moindre,  et  ainsi  de  suite;  parce  que,  dit-il, 
un  poids  P  élevé  à  une  hantrnr  H  est  la  même  chose  que  P 

élevé  à  la  hauteur-  II  et  encore  P  élevé  à-  H,  c'est-à-dire 

2  ■> 

deux  fois  l'élévation  de  P  à  -  H.  Or,   c'est  là  ce  que  l'on 

2  ' 

fait  en  élevant  aP  à  la  hauteur-  H:  si  ce  n'est  nue  Ton  fait 

2  ' 

alors  siniult.'\nément  ce  que  l'on  avait  fait  de  l'autre  manière 
successivement. 

On  voit  ici  la  même  confusion  entre  la  force  et  le  travail 
exécuté;  mais  il  n'y  aurait  aucun  inconvénient  dans  la  théo- 
rie de  Galilée  où  tout  était  démontré,  tandis  que  dans  celle 
de  Descartes  tout  était  à  démontrer.  En  effet,  il  est  bien 
évident,  comme  l'avait  déjà  dit  Galilée,  qu'élever  un  poids 
à  une  certaine  hauteur,  c'est  faire  d'un  seul  coup  ce  que 
1  on  ferait  en  détail  en  élevant,  par  exemple,  chaque 
dixième  de  ce  poids  successivement  à  celte  même  hauteur, 
ou  un  même  dixième  seulement,  dix  fois  de  suite  à  cette 
même  hauteur,  c'est-à-dire  à  une  hauteur  décuple.  Mais 
quel  rapport  y  a-l-il  entre  ces  différentes  manières  do  con- 
sidérer l'élévation  d'un  poids,  et  la  condition  d'éipiilibre  de 
deux  poids  sur  une  machine?  pourquoi  dans  le  cas  déqui- 
lil)re  un  déplacemenl  fictif  «lu  svstèmc  donneiait-il  «'>i,'alité 
entre  les  produits  des  poids  déplacés,  par  les  hauteurs  dont 
ils  se  seront  élevés  ou  abaissés,  c'csl-à-dire  entre  ce  qu'il 
apj>elle  les  forces  développées?  C'est  adnMttrc  précisémenl 
ce  qu'il  faut  prouver. 

Jean  Dernoulli  généralisa  la  proposition  de  Galilée  de  la 
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manière  suivante  :  «  Lorsque  les  forces  quelconques  sont 
en  équilibre  sur  un  système  de  points  assujettis  à  certaines 
liaisons,  si  l'on  conçoit  ce  système  déplacé  infiniment  peu 
en  satisfaisant  toujours  à  ces  conditions  de  liaison,  la 
somme  des  produits  de  chaque  force  par  le  déplacement  de 
son  point  d'application,  projeté  sur  la  dn-ection  de  cette 
force,  sera  égal  à  zéro,  en  regardant  comme  positives  les 
projections  qui  sont  dans  le  sens  des  forces,  et  comme  né- 
gatives celles  qui  sont  en  sens  contraire.  » 

Bernoulli  se  contenta  d'énoncer  cette  proposition  géné- 
rale et  ne  la  démontra  point.  Il  est  vraisemblable  qu'il  v 
était  parvenu  en  considérant  des  cas  plus  compliqués  que 
ne  l'avait  fait  Galilée,  et  qu'il  l'avait  généralisée  par  simple 
induction.  Il  la  communicjua  en  1717  à  Varignon,  qui  en 
donna  lénoncé  dans  sa  Aoin'elle  Mécanique,  et  ne  la  dé- 
montra que  dans  quelques  cas  très  simples.  Lagrange,  dans 
la  première  édition  de  sa  Mécanique  analytique,  l'admet 
comme  un  principe  reconnu,  ou,  suivant  sa  [)ropre  expres- 
sion, comme  une  espèce  d' axiome  de  mécanique  ;  et  il  se 
propose  de  le  réduire  en  une  formule  générale,  qui  ren- 
ferme la  solution  de  tous  les  problèmes  qu'on  peut  proposer 
sur  l'équilibre  des  corps.  Ce  n'est  qu'après  la  publication 
de  ce  grand  Ouvrage  de  Lagrange,  que  parut  la  première 
démonstration  généi'alc  du  principe  en  question.  Elle  esl 
due  à  Fourier  et  ne  date  que  de  1797.  H  en  a  paru  depuis 
un  grand  nombre  d'autres,  et  Lagrange  lui-même  a  cru 
devoir  en  proposer  une  dans  la  seconde  édition  de  la  Méca- 
nique analytique.  Avant  de  faire  connaître  celle  (pie  nous 
avons  adoptée,  nous  allons,  en  suivant  la  marche  même  de 
cette  découverte,  montrer  d'abord,  dans  quelques  cas  sim- 
ples, comment  on  a  pu  reconnaître  la  vérité  de  la  propo- 
sition dont  il  s'agit. 

Mais,  pour  la  commodité  du  langage,  nous  em|)l(iicrini> 
certaines  dénominations  inlnjduites  par  Bernoulli,  cl  qui' 
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nous  allons  expliquer,  dans   Je   sens   précis   uù   elles   soiil 
entendues  aujourd'hui. 

9i.  Lorsque  l'on  considère  un  syslème  quelconque  di- 
iioinls  dans  une  première  position,  et  que  l'on  suppose  eii- 
.suile  (jue  chacun  deux  soit  placé  dans  une  posijion  infini- 
ment voisine  de  celle  qu  il  occupait,  sans  cesser  de  satisfaire 
à  toutes  les  conditions  qui  dépendent  de  la  nature  du  sys- 
tème, on  nomme  vitesse  virtuelle  d'un  quelconque  de  ces 
points  la  droite  qui  joint  sa  première  position  à  la  seconde. 
i>etle  dénomination  vient  de  ce  que  Ion  peut  concevoir 
<ïue  ce  déplacement  se  fasse  avec  uniformité  dans  un  menu- 
temps  infiniment  petit,  et  qu'alors  les  espaces  pai'COuru> 
r.onl  proportionnels  aux  vitesses,  et  en  outre  de  ce  que  ce 
déplacement  n'est  que  possible  et  ne  s'effectue  récllemenl 
pas. 

La  vitesse  virtuelle  d'un  point,  estimée  suivant  une  di- 
rection  déterminée^  est  la  projection  de  cette  vitesse  sur 
cette  direction.  En  la  mesurant  par  le  produit  de  la  vitesse 
par  le  cosinus  de  l'angle  que  fait  la  direction  du  déplace- 
ment avec  celle  suivant  laquelle  on  estime  la  vitesse,  le> 
l<»rmes  de  l'équation  que  nous  allons  énoncer  seront  pri-ci- 
sément  ce  qu'ils  doivent  être  poiu-  en  établir  la  généralih'. 

Nous  appellerons  moment  ii/fuel  d'une  force  le  produit 
<le  son  intensité  par  la  vitesse  virtuelle  de  son  point  d'appli- 
cation, estimée  suivant  la  direction  de  la  force. 

D  après  cela,  le  principe  de  BernouUi  consiste  en  ce  qur  : 

Si  un  sjstème  quelconque  de  points  est  en  équilibre,  et 
<jue  l'on  conçoive  un  déplacement  infiniment  petit  de  tous 
ses  points,  qui  soit  compatible  avec  toutes  les  conditions 
rm.rqiK'lli'S  il  est  assu jrlli,  l<i  somme  des  moments  virtuels 
Je  toutes  b's  forces  est  nulle,  quel  (jue  soit  ce  dé/dacement. 
/ù  réciproquement,  si  cette  condition  a  lieu  pour  tous  les 
4téplacements  virtuels,  le  .sistème  est  en  équilibre. 
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Dans  cet  ('•nonci',  les  infininicnt  jjelils  sont  considérés 
(Je  la  nianièro  ordinaire.  L"é(jnation  nVsl  exacte  qu'en  coii- 
«^idérant  les  limites  des  rapjiorts,  après  avoir  divisé  par  Tune 
quelconque  des  quantités  infiniment  petites;  en  d  autres 
termes,  la  somme  des  moments  est  infiniment  petite  par 
rapport  à  ces  moments  eux-mêmes. 

Cela  pose,  passons  à  l'examen  de  cas  particuliers  qui 
prépareront  à  rélahlissemont  de  la  proposition  i^^énérale. 

9o.  Ji(/iiilihre  d'un  point  unique.  —  Léquilihre  d'un 
point  entièrcm<?nt  libre  exige  que  la  somme  des  Torces  esti- 
mées suivant  une  direction  arbitraire  soit  nulle;  et,  réci- 
proquement, si  cela  est,  ilya  équilibre.  Soient  donc  P l'une 
quelconque  des  forces  appliquées  à  ce  point,  \j.  fanglc 
qu'elle  forme  avec  une  direction  quelconque,  on  devra 
avoir 

^  P  cosy.   -=■  o; 

et  réciproquement,  si  celte  équation  a  lieu  pour  toute 
direction,  le  point  sera  en  équilibre.  Si  l'on  multiplie  tous 
les  ternies    par  luie    quantité  arbitraire   /«,  lécpialion   dc- 

^  P  //?  rosa   —  o. 

Or  mcos\).  est  la  grandeur  m  portée,  à  partir  du  point 
donné,  sur  la  direction  que  l'on  considère,  et  projetée  sur 
la  direction  de  la  force  P;  de  plus,  le  point  étant  entière- 
ment libre,  ni  peut  être  considéré  comme  la  distance  de  sa 
première  position  à  une  autre  quelconque  qu'il  pourrait 
prendre;  et,  en  la  supposant  infiniment  petite,  elle  sera  ce 
que    nous   avons  appelé    la    vitesse   virtuelle   de  ce  point. 

Ainsi    >  P/?jcos!x  est  la  somme  des  moments  virtuels  dcs^ 
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forces;  donc,  si  le  point  est  en  équilibre,  celte  somme  est 
nulle,  et  réciproquement  :  ce  qu'il  fallait  démontrer.  On 
peut  observer  que,  dans  ce  cas,  on  peut  prendre,  au  lieu  de 
la  vitesse  virtuelle,  une  quantité  finie  quelconque;  et,  de 
plus,  que  la  somme  des  moments  virtuels  est  rigoureuse- 
ment nulle,  et  non  pas  seulement  égale  à  une  quantité 
infiniment  petite  par  rapport  à  ces  moments  eux-mêmes. 
Si  Ion  désigne  par  p  la  distance  dun  point  déterminé 
quelconque,  pris  sur  la  direction  d'une  force  P  à  son  point 
d'application,  /ncos-j.  sera  l'accroissement  virtuel,  positif 
ou  négatif,  de  /?,  que  nous  représenlerons  par  ;/),  et 
l'équation  précédente  s'écrira  ainsi  : 


96.  Dans  le  cas  où  le  point  n'est  pas  en  équilibre,  il 
suffirait,  pour  qu'il  y  fut,  que  l'on  introduisît  une  force 
égale  et  opposée  à  la  résultante.  Or  la  somme  des  moments 
serait  alors  nulle;  et,  de  plus,  deux  forces  égales  et  oppo- 
sées, appliquées  au  même  point,  donnent,  pour  un  même 
déplacement  de  ce  point,  des  moments  virtuels  égaux  et  de 
signes  contraires;  donc  le  moment  rirliiel  de  la  résul- 
tante est  égal^  en  grandeur  et  en  signe,  à  la  somme  des 
moments  virtuels  des  composantes. 

Dans  cette  relation,  toutes  les  forces  sont  considérées  en 
valeur  absolue,  et  il  est  nécessaire  d'examiner  si  elle  se 
modifie  lorsque  les  composantes  sont  suscejuil)les  d'être 
aflectées  d'un  signe  quelconque,  comme  lorsqu'il  s'agit 
d'une  force  P  que  l'on  décompose  en  trois  autres  \ .  '^  .  /. 
parallèles  à  des  axes  rectangulaires. 

Si  d'abord  on  suppose  ces  trois  forces  positi\es.  les 
variations  5./*,  î»',  Iz  seront  eu  gninilmr  et  en  signes  bvs 
vitesses   \iitu(llt^    (•■.Imurs   dims    II-   srns  de  ers  forces  res- 
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pcctives,  el  1  on  aura 

Pop=^  X or  -+-  Y 8 V  4-  Z 5- . 

Si  inaintciiaiit  une  quelconque  crenlre  elles,  \  par  exem- 
ple, est  négative,  la  valeur  absolue  de  la  force  sera  —  Y, 
mais  aussi  la  vitesse  virtuelle  estimée  dans  le  sens  de  cette 
force  qui  est  contraire  au  premier  sera  —  q^',  cl  le  moment 
virtuel  sera  toujours  exprimé  par  \  cy]  de  sorte  que  léqua- 
lion  précédente  est  générale,  en  considérant  de  la  manière 
ordinaire  les  signes  des  composantes,  ainsi  qu.e  des  coor- 
données :  c'est  d'ailleurs  ce  que  l'on  trouverait  directenienl 
en  projetant  sur  la  résultante  la  ligne  brisée  formée  par  zx 
cv,  oz-  et  la  vitesse  virtuelle. 

Si  les  axes  étaient  obliques,  \lx  ne  serait  pas  le  moment 
virtuel  de  la  force  X,  puisque  Ix  ne  serait  pas  la  projec- 
tion de  la  vitesse  virtuelle  du  point  sur  la  direction  de  X; 
il  en  serait  de  même  des  deux  autres  composantes,  et  l'équa- 
tion précédente  ne  subsisterait  plus. 

Remarque.  —  Cette  propriété  importante  que  le  mo- 
ment virtuel  de  la  résultante  de  forces  concourantes  est 
égal  à  la  somme  de  ceux  des  conij^osantes,  s'étendrait 
facilement  au  cas  des  forces  parallèles  qui  peuvent  être  re- 
gardées comme  limites  de  forces  concourantes.  On  recon- 
naîtrait d'abord  que  le  moment  virtuel  d'une  force  ne  change 
pas  lorsqu'on  transporte  son  point  d'application  en  un  point 
quelconque  de  sa  direction,  lié  fixement  au  premier;  et 
que,  dans  le  déplacement  infiniment  petit  d'une  droite  de 
longueur  fixe,  les  vitesses  virtuelles  de  ses  extrémités,  es- 
timées suivant  sa  direction,  sont  égales  et  de  même  sens, 
au  second  ordre  près.  Cela  posé,  en  regardant  deux  forces 
parallèles,  appliquées  à  deux  points  donnés  comme  limites 
de  deux  forces  concourantes  passant  par  ces  mêmes  points, 
le  moment  virtuel  de  la  résultante  de  ces  dernières  étant 
toujours  égal  à  la  somme  de  ceux  de  ces  forces,  on  parvient 
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sans  peine  à    la    même    conclusion   pour  la  résullanle    de 
forces  parallèles. 

Mais  on  v  parvient  directcmcnl  en  observant  que,  lorsque 
la  droite  qui  joint  les  points  d'application  des  deux  forces 
parallèles  et  de  leur  résultante,  se  déplace  infiniment  peu, 
les  vitesses  virtuelles  de  ces  trois  points,  estimées  dans  la 
direction  de  cette  droite,  sont  égales  et  de  même  sens.  Et 
comme  la  résultante  est  égale  à  la  somme  algébrique  des 
composantes,  son  moment  virtuel  est  égal  à  la  somme 
algébrique  de  ceux  des  composantes. 

97.  Si  le  point  est  assujetti  à  rester  sur  une  surlace  fixe, 
nous  savons  qu'il  est  nécessaire. et  suffisant,  pour  l'équilibre, 
que  la  résultante  soit  normale  à  cette  surlace,  et  par  consé- 
quent que    >  Pcos;j.  soit  nulle  pour  toutes  les  directions 

situées  dans  le  plan  langent.  On  aurait  donc  encore,  comme 
dans  le  cas  précédent, 


Vp 


m  ces  a  :^  o  ; 


mais  on  ne  pourrait  plus  regarder  m  comme  la  dislance  de 
deux  positions  possibles  du  point,  puisque  rextrémité  de 
la  ligne  m  ne  se  trouve  pas  sur  la  surface. 

Mais,  si  l'on  prend  sur  la  surface  même  un  point  siluê  à 
une  dislance  infiniment  petite  Is  du  premier,  la  direction 
de  la  droite  qui  les  joint  a  pour  limite  celle  dune  tangente 

quelconque  à  la  surface,  cl  par  conséquent    >  Pcosy,   est 

infiniment    petit;    donc    >Pc5C0S;j,    esl     infiniment     pelil 

par  rajipurt  à  Zs;  et  par  const'ijuenl,  dans  le  sens  ordinaire 
où  l'on  entend  les  équations  inlinitésiniales,  on  a 

7  P  wcosa  t=:o. 
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Donc,  clans  ce  nouveau  cas  d'équilibre,  la  somme  dos 
inomenls  virtuels  des  forces  est  nulle  pour  tous  les  dépla- 
cements infiniment  petits,  compatibles  avec  les  conditions 
de  la  question;  et  réciproquement. 

98.  Si  le  point  est  assujetti  à  rester  sur  une  courbe  fixe, 
il  est  nécessaire  et  suffisant,  pour  ré((uilil)re,  que  la  résul- 
tante soit  normale  à  la  courbe,  et,  par  suite,  que  la  somme 
des  forces  estimées  dans  le  sens  de  la  tangente  soit  égale  à 
zéro.  Doù  l'on  conclut,  comme  dans  le  cas  précédent, 
qu'en  désignant  par  o5  un  arc  infiniment  petit  de  la  courbe, 
on  aura 


Vp 


os  ces  a    -  o, 


en  négligeant  les  infiniment  petits  du  second  ordre.  11  est 
donc  nécessaire  et  suffisant,  pour  l'équilibre,  que  la  somme 
des  moments  virtuels  des  forces  soit  nulle  pour  tous  les 
déplacements  des  points,  compatibles  avec  les  conditions 
auxquelles  il  est  assujetti. 

Si  le  point  n'était  que  posé  sur  la  surface  ou  sur  la 
courbe,  nous  avons  déjà  dit  qu'il  serait  nécessaire,  mais  non 
suffisant,  que  la  résultante  fut  normale.  Les  conditions  que 
nous  venons  d'indiquer  auraient  donc  encore  lieu,  mais  ne 
suffiraient  plus.  La  somme  des  moments  virtuels  ne  serait 
plus  nulle  pour  les  déplacements  d'un  point  suivant  des 
droites  inclinées  au  plan  tangent,  quoique  ces  déplacements 
soient  compatibles  avec  les  conditions  de  la  questuîu.  Elle 
serait  égale  au  moment  de  la  résultante;  or  celui-ci  est 
négatif,  puisque  la  résultante  doit  appuyer  le  point  sur  la 
surface.  D'où  l'on  conclut  que,  dans  l'équilibre  d'un  point 
posé  sur  une  surface,  la  somme  des  moments  virtuels  des 
forces  est  nulle  quand  le  point  se  déplace  sur  la  surface,  et 
négative  pour  tous  les  autres  déplacements  qu'il  peut  subir. 
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99.  Si  nous  considérons  maintenant  les  diverses  ma- 
chines simples,  en  équilibre  sous  l'action  de  deux  forces 
seulement,  il  est  facile  de  reconnaître  que  les  condilions 
connues  conduisent  à  cette  proposition  générale  : 

Si  deux  forces  sont  en  équilibre  sur  un  pareil  système^ 
leurs  intensités  sont  réciproquement proportionnellrs  aux 
longueurs  obtenues  en  projetant  sur  leurs  directions  les. 
espaces  qui  seraient  parcourus  par  leurs  points  d'appli- 
cation, si  l'on  faisait  passer  géométriquement  le  système 
dans  une  position  infiniment  voisine,  en  satisfaisant  tou- 
jours aux  conditions  auxquelles  il  est  assujetti. 

Cette  proposition  peut  être  changée  dans  légalité  des 
produits  des  extrêmes  et  des  movens.  Et,  si  l'on  observe  que 
les  deux  projections  des  espaces  parcourus  sont  dirigées, 
l'une  dans  le  sens  de  la  force  et  l'autre  en  sens  opposé;  que, 
de  plus,  on  convienne  de  prendre  la  première  comme  posi- 
tive, et  l'autre  comme  négative,  la  propriété  générale  de 
l'équilibre  des  machines  s'énoncera  ainsi  : 

Lorsque  deux  forces  sont  en  équilibre  sur  une  machine 
quelconque,  la  somme  des  produits  de  ces  forces  par  les 
déplacements  infiniment  petits,  et  simultanément  possi- 
bles, de  leurs  points  d'application,  projetés  sur  leurs 
directions  respectives,  est  égale  à  zéro.  Et  réciproque- 
ment, si  cela  a  lieu  pour  tous  les  déplacements  /wssibles, 
il  y  a  équilibre. 

La  même  proposition  s'étendrait  au  cas  où  les  forces  en 
('•(|iiilibic  sur  la    machine  seraient  en  nombre  quelconque. 

10(1.  Cas  <r un  système  rigide  quelconque.  — Considé- 
rons maintenant  un  svstème  quelconque  de  points  liésenln* 
eux  d'une  manière  invariable,  ou,  en  d'autres  termes,  un 
corps  solide  <|uclcon(|ue:  vo  cpii  eonqirenilra  h^^  cas  parti- 
culiers des  lignes  ou  des  surfaces  rigities,  que  nous  ne  ir.ii- 
Icntns  j)ii>;  à  p;irl,  pour  nr  pjis  lri)|>  iniill  i|)lii-r  li>  ilct.iils. 
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Les  conditions  nécessaires  et  suflîsanlcs  de  réquililjre 
d'un  corps  solide  sont,  en  désignant  par  X,  Y,  Z,  les  com- 
posantes positives  ou  négatives  de  la  force  ap|)liquée  au 
point  quelconque  dont  les  coordonnées  l'cclangulaires  sont 

VX=:0,        2^""^^'        2^^^' 

Il  s'agit  de  démontrer  que  ces  conditions  entraînent  celle 
que,  pour  tout  déplacement  infiniment  petit  du  svsième 
rigide,  la  somme  algébrique  de  tous  les  moments  virtuels 
des  forces  appliquées  soit  nulle,  et  réciproquement  :  con- 
dition (pii,  d'après  l'expression  générale  donnée  précédem- 
ment pour  le  moment  Po/>,  s'exprimera  par  l'équation 


2(xs^ 


Yôv  -T-7.0Z)  =  o, 


cx,  ij',  zz-  désignant  les  variations  algél)riques  des  coor- 
données rectangulaires  x,  y,  z-,  en  passant  de  la  position 
donnée  à  une  autre  voisine  quelconque,  si  le  corps  est  en- 
tièrement libre;  et  compatible  avec  ses  liaisons,  s'il  en 
existe.  Rappelons-nous,  pour  cela,  qu'en  géométrie  il  est 
démontré,  dans  la  théorie  des  déplacements  des  svstèmes 
rigides,  (pie  tout  déplacement  infiniment  petit  d'un  corps 
solide  j)cut  être  regardé  comme  le  résultant  de  deux  autres  : 
l'un  de  translation,  par  lequel  un  j)oint  (juclconque,  con- 
sidéré comme  lié  au  système,  passera  de  sa  première  à  sa 
seconde  position  ;  l'autre  de  rotation  autour  de  ce  point,  et 
qui  peut  être  remplacé  par  trois  autres  effectués  successive- 
ment autour  de  trois  axes  passant  par  ce  point,  en  parlant 
toujours  de  la  position  occupée  par  le  corps  après  la  trans- 
lation. Les  sommes  algébriques  des  variations  des  coordon- 
nées de  chaque  point  dans  ces  divers  mouvements  seront, 
en  négligeant  les   infiniment  petits   du   second   ordre,    les 
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accroisscmenls  ox,  ij\  5r,  relatifs  au  passage  de  la  premit  r»- 
position  f]u  corps  à  la  seconde. 

Le  point  dont  le  déplacement  constitue  la  translation  du 
système  étant  arbitraire,  nous  choisirons  pour  cela  l'ori- 
gine A  des  coordonnées,  et  nous  désignerons  par  <7.  b,  r. 
les  composantes  de  son  déplacement. 

Soient  2,  6,  y  les  rotations  infiniment  petites  (|ii"il  faut 
opérer  autour  des  axes  des  x.  y^  :■,  supposés  rectangulaire>. 
pour  obtenir,  comme  nous  l'avons  dit,  la  nouvelle  position 
du  corps;  ces  quantités,  considérées  comme  entièrement 
indépendantes,  correspondront  à  toutes  les  positions  po>- 
sibles  autour  du  point  fixe.  Si  le  corps  n'était  pas  entière- 
ment lil>ro.  il  ne  pourrait  prendre  toutes  les  positions,  el 
X.  6,  Y  ne  seraient  plus  entièrement  arbitraires;  et  il  en  serai' 
de  même  de  a,  6,  c;  mais  nous  supposerons  d'abord  (pie  !<• 
système  ne  soit  nullement  gêné  dans  ses  déplacements,  el 
puisse  être  transporté  dans  une  position  quelconque. 

Cela  posé,  la  rotation  a  autour  de  Taxe  AX  fora  varier 
les  coordonnées  x,  y^  z  d'un  point  quelconque,  des  quan- 
tités respectives  o,  —  a;,  -^  a)' Désignant  ces  varia- 
tions partielles  par  la  caractéristique  ;,,  nous  aurons  donr 

o,.r  — o,      ?jQ'  =  —  xz,     OjC   -av. 

Désignant  de  ménip  par  c-j,  $3  les  variations  provenant  des 
rotations  5,  y?  nous  aurons,  en  cliangeanl  les  lettres  .r,  j',  r 
les  unes  dans  les  autres  suivant  la  loi,  [)lusieurs  fois  rap- 
pelée, 

835=0,     0;,./-       — Y  )-,     û,v— Y^- 

On  aura  donc,  d'après  ce  qui  luéièdc, 

Zx  ■=:  a  -\- ît  z  —  ■^y, 
8v  —  h  ♦-  Y-'—  2c-, 
ûJ  ■—  c   H  X  >■  -  -  6jr, 
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et  pai-  suite 

7  (  \  OX  -i-  Y  ùV  -r-  Zoz) 

=  y(aX-i-  b\  -r-cZ) 

-r-\[X{^Z-';y)  -:-  \\-;.v  -  -j^z)  -  Z    ,v  ^-  .,  .       . 
ou,  en  réunissant  les  coeffieienls  des  mêmes  indéterminées, 

V  (  X  5j7  -h  Y  0  V  -^  Z  û^  ) 

-^  aV  (^)-Z  -  ;Y)  -f-  ^.^^-"^  -  '*'^  >  -^  Y_2](^-V-^»X). 

Or  si  le  corps  est  en  équilibre,  les  coefficients  de  a,l/,c,  a,  1,7 

sont  nuls  (n"  06)  ;  et  par  conséquent  ^(Xc.r  —  V  s  v  —  '/  Iz  ) 

est  nul  pour  tous  les  déplacements  infiniment  petits  de  ce 
corps.  Réciproquement,  si  cette  dernière  condition  a  lieu, 
il  faut  que  le  second  membre  soit  nul,  quels  que  soient 
«,  b,  c,  a,  6,  Yj  ce  qui  exige  que  leurs  coeffieienls  soient 
nuls  séparément  :  doù  résultent  les  six  équations  connues 
de  l'équilibre.  On  conclut  de  là  que  : 

Pour  qiiun  système  rigide  libre.  soUicité par  des  forces 
quelconques,  soit  en  équilibre,  il  est  nécessaire  et  suffi- 
sant que,  pour  tous  les  déplacements  infiniment  petits  de 
ce  système,  la  somme  des  moments  virtuels  des  forces  soit 
égale  à  zéro. 

101.  Remarque.  —  Si  un  s\stème  de  forces  appliqaées 
à  un  corps  solide  libre  n'est  pas  en  équilibre,  mais  peut  se 
réduire  à  une  force  unique,  le  moment  virtuel  de  cette  ré- 
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sultante  sera  égal  à  la  somme  de  ceux  des  comrposanles. 
Car  il  y  aurait  équilibre  en  inlroduisant  une  force  égale  et 
opposée  à  la  résultante;  la  somme  des  moments  serait  donc 
nulle  :  et,  comme  celui  de  la  force  introduite  est  égal  et  de 
signe  contraire  à  celui  de  la  résultante,  il  s'ensuit  que  ce 
dernier  est  égal  à  la  somme  de  ceux  des  forces  données. 

102.  Considérons  maintenant  un  corps  solide  qui  ne  soit 
pas  entièrement  libre,  et  dont  certains  points  soient,  ou 
fixes,  ou  assujettis  à  rester  sur  des  lignes  ou  des  surfaces 
fixes;  et  supposons  des  forces  en  équilibre  sur  un  pareil 
système.  Les  surfaces  ou  lignes  fixes  ne  pourront  produire 
que  des  forces  qui  leur  seront  normales,  et  les  points  fixes 
pourront  en  produire  dans  des  directions  quelconques.  Or, 
si  l'on  introduisait  ces  dllïerentes  forces  inconnues,  l'équi- 
libre aurait  lieu  entre  elles  et  les  proposées,  en  supposant 
ce  système  entièrement  libre;  et,  par  conséquent,  il  est  né- 
cessaire et  suffisant  pour  l'équilibre  que  la  somme  des  mo- 
ments virtuels,  tant  des  forces  données  que  des  nouvelles 
forces  introduites,  soit  nulle  pour  tous  les  déplacements 
possibles  du  système  considéré  comme  libre. 

Mais,  si  l'on  choisit  seulement  les  déplacements  compa- 
tibles avec  les  liaisons  données,  les  moments  virtuels  seront 
évidemment  nuls  pour  chacime  des  forces  inconnues,  et 
par  conséquent  : 

La  somme  des  ntomri)ts  lirtiicls  des  forces  données 
sera  nulle  pour  tous  les  déplacements  du  corps  (fui  sont 
compatibles  avec  ses  liaisons. 

llétipro(piement,  si  la  somme  des  monicnis  viiturls  des 
forces  données  est  nullr  pour  ions  les  déplacements  com- 
patibles avee  les  liaisons,  le  SNslème  sera  en  écpiilibrf. 

Vm  elb't,  supposons  (piii  n'y  soit  pas  et  (pie  sous  l'arlioii 
de  ces  forces  il  prciiiic  un  cniam  (l('|)la('rm»Mil .  (^ii  pouir.i. 
«Ml    iiilioduisanl    de    nonvrllcs    liaisons,    s'il    e>t    m-cessaire. 
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rendre  ce  seul  déplacement  possible,  par  exemple  en  fixant 
les  courbes  décrites  par  les  différents  points,  et  assujettis- 
sant ces  points  à  ne  pas  les  quitter.  Ces  nouvelles  liaisons 
n'empêcheront  pas  le  déplacement  d'avoir  lieu  :  et  par  con- 
séquent, dans  la  supposition  où  nous  nous  sommes  placés, 
il  faut  admettre  que  les  forces  données  ne  seront  pas  en 
équilibre,  malgré  l'inlroduclion  de  ces  nouvelles  liaisons. 
Or,  si  cela  est,  on  pourra  introduire  une  force  qui  mettra  le 
svstème  en  équilibre;  car  il  suffira  de  la  faire  agir  suivant 
la  tangente  à  la  courbe  décrite  par  un  quelconque  des 
points,  en  sens  contraire  du  déplacement  de  ce  point,  et 
avec  une  intensité  égale  à  celle  que  produirait  un  obstacle 
fixe  opposé  en  ce  point  sur  la  courbe.  Mais  l'équilibre  avant 
lieu,  la  somme  des  moments  virtuels  des  forces  données  et 
de  cette  dernière  devrait  être  nulle,  pour  le  déplacement 
en  question;  et  comme  le  moment  de  la  dernière  force 
n'est  pas  nul,  puisque  le  déplacement  est  dans  sa  direction 
même,  la  somme  des  moments  des  forces  données  ne  serait 
pas  nulle  :  ce  qui  serait  contraire  à  l'hypothèse.  11  ne  peut 
donc  y  avoir  aucun  déplacement  si  la  somme  des  moments 
des  forces  est  nulle  pour  tous  les  déplacements  compatibles 
avec  les  liaisons  du  système.  On  peut  donc  énoncer  la  pro- 
position suivante  : 

Lorsqu'un  corps  solide  n'est  pas  entièrement  libre,  il 
est  nécessaire  et  suffisant,  pour  cju'il  soit  en  équilibre, 
que  la  somme  algébrique  des  moments  virtuels  des  forces 
qui  y  sont  appliquées  soit  nulle  pour  tous  les  déplace- 
ments infiniment  petits  compatibles  avec  les  liaisons 
données. 

Remarque.  —  Le  cas  d  une  droite  rigide  dont  les  diffé- 
rents points  sont  sollicités  par  des  forces  quelconques,  rentre 
dans  le  cas  général  qui  vient  dètre  traité,  et  par  conséquent 
les  mêmes  conclusions  s'y  appliquent.  Rien  ne  serait  plus 
facile  d'ailleurs  que  de  le  traiter  directement.  On  commen- 
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cerait  par  remplacer  toute  force  appliquée  en  un  poim 
quelconque  de  la  droite  par  deux  autres  parallèles,  appli- 
quées à  ses  extrémités,  ce  qui  n'altérerait  pas  la  somme  des 
moments  virtuels.  La  démonstration  s'achèverait  alors  sans 
difficulté,  puisque  ces  deux  forces,  en  y  comprenant  les 
résistances  des  surfaces  ou  lignes,  s'il  y  en  a,  devront  èlie 
égales  et  directement  opposées. 

103.  Exemple  d' un  système  flexible.  —  Considéron-» 
maintenant  un  fil  llexible  et  inextensible,  assujetti  à  passi  r 
par  un  point  fixe  sur  lequel  il  peut  glisser. 

Nous  avons  vu  qu'un  fil  qui  n'éprouve  que  des  résistâmes 
normales  en  tous  ses  points,  excepté  à  ses  deux  extrémités, 
a  partout  la  même  tension,  et  que  par  conséquent  les  deux 
forces  qui  v  sont  en  équilibre  sont  égales  et  tendent  à  le 
mouvoir  en  sens  contraires. 

Ce  cas  général  renferme  celui  où  le  fil  passe  sur  des  sur 
faces  qui  ne  produisent  aucun  frollcmenl,  ou  dans  des 
anneaux,  ou  par  des  points  fixes  :  et,  dans  la  réalité,  ces 
deux  derniers  cas  lentrent  dans  le  premier.  Ainsi,  dans  la 
question  qui  nous  occupe,  les  deux  Ibrces  en  équilibre  sur 
le  fil  sont  égales  et  tirent  le  fil  en  sens  contraires. 

Or  la  liaison  des  deux  points  extrêmes  où  sont  appliquées 
les  forces,  consiste  en  ce  que  le  fil  soit  toujours  tendu,  siin> 
quoi  il  n'y  aurait  aucune  action  transmise  par  lui  ol  aucniir 
liaison  entre  les  deux  extrémités.  Nous  j>rcndroiis  denn  . 
comme  condition  des  déplacements  virtuels,  que  la  somnir 
des  distances  des  deux  points  extrêmes  du  /il  au  point 
fixe  sur  lequel  il  peut  glisser  soit  constante. 

En  entendant  de  celle  manière  la  liaison  des  deux  poini> 
extrêmes,  les  projeclions  des  deux  parties  du  fil  sur  Kins 
directions  avant  le  déplacement  \irluel,  donneront  tloiu 
aussi  la  même  somnjo.  .in\  inlinirncnl  petits  du  s»'(  oiul 
ordre  près;  et  par  conséquenl  les  projtM^iidiis  de^  dt-pLic»  - 
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nieiîts  virtuels  des  exlréinités  sur  ces  mêmes  dircction-j, 
seront  éj^^ales,  en  négligeant  les  Infiniment  petits  du  second 
ordre,  et  de  plus  seront  dirigées  d'une  manière  différente 
par  rapport  aux  deux  forces.  D'où  il  suit  que  la  somme  des 
moments  virtuels  de  ces  forces  sera  nulle,  pour  tout  dépla- 
cement compatible  avec  les  liaisons. 

Réciproquement,  si  cette  dernière  condition  était  rem- 
plie, les  forces  seraient  égales  et  tendraient  à  faire  mouvoir 
le  fil  en  sens  contraire;  il  v  aurait  donc  équilibre. 

Remarque.  —  Tout  ce  que  nous  venons  de  dire  s'ap- 
plique au  cas  où  le  fil  passerait  par  plusieurs  points  fixes,  et 
sur  des  courbes  ou  sur  des  surfaces  fixes. 
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104.  Nous  commencerons  par  définir  avec  précision  le 
système  sur  lequel  les  forces  données  sont  en  équilibre. 

Ce  système  peut  être  composé  de  parties  rigides  dune 
étendue  finie,  ou  corps  solides,  et  de  points  sans  étendue 
sensible.  Ces  points,  ou  des  points  particuliers  des  solides, 
peuvent  être  liés  les  uns  aux  autres  par  des  droites  inflexi- 
bles et  inextensibles,  ou  par  des  fils  flexibles;  ils  peuvent 
être  assujettis  à  rester  sur  des  surfaces  ou  des  courbes  fixes 
ou  mobiles,  sans  résistance  tangentielle.  Les  corps  faisant 
partie  du  système  peuvent  toucher  et  presser,  suivant  la  di- 
rection de  la  normale  commune,  d'autres  corps  mobiles  et 
faisant  aussi  partie  du  système,  ou  bien  des  corps  fixes. 
Enfin  les  surfaces  de  corps  appartenant  au  système  peuvent 
être  assujetties  à  passer  par  des  points  fixes,  sur  lesquels 
elles  peuvent  librement  glisser. 

Cela  posé,  des  forces  quelconques  étant  supposées  appli- 
quées à  des  points  d'un  pareil  système,  il  s'agit  de  démon- 
trer que,  pour  tout  déplacement  virtuel,  c'est-à-dire  com- 
DiH.  —   Mf th.  IV.  9 
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patihlc  avec  les  liaisons,  la  somme  des  moments  virtuels 
infiniment  petits  est  égale  à  zéro;  et  réciproquement. 

Soit  M  un  point  quelconque,  auquel  sont  appliquées  des 

forces  données  P,  Q,  R Soient  F,  F'.  ...   des  actions 

exercées  sur  M  par  d'autres  points  M,  M'.  ...  du  svstème  et 
dirigées  suivant  mm\  mm",  ...  ;  ces  forces  seront  incon- 
nues si  elles  proviennent  de  la  liaison  des  points  par  des 
droites  de  longueur  constante;  mais  si  ce  sont  des  actions 
mutuelles  dont  la  loi  soit  donnée,  elles  pourront  s'exprimer 
en  fonction  des  coordonnées  de  ces  points,  et  nous  les  regar- 
derons comme  renfermées  dans  les  forces  P,  Q,  R.  Enfin, 
soit  jN  la  force  normale  produite  sur  le  point  M  par  la  résis- 
tance d'une  surface  fixe  ou  mobile,  sur  laquelle  il  soit  obligé 
de  rester.  En  introduisant  toutes  ces  forces,  le  point  M 
pourra  être  considéré  comme  libre;  et,  s'il  est  en  équilibre, 
la  somme  des  moments  virtuels  sera  nulle,  pour  tout  dépla- 
cement infiniment  petit,  et  par  conséquent  pour  tous  ceux 
qui  seront  compatibles  avec  les  liaisons  données.  En  enten- 
dant ainsi  ces  déplacements,  on  aura 

i  P^p-Qoq    -R5r       ... 
'\       -Foiimm')  -F'ùiimm").        -^^n    -  N'8«'- . . . -:o, 

la  caractéristique  Oi  désignant  la  variation  correspondante 
au  déplacement  du  point  m  seulement. 

On  aura  des  équations  analogues  pour  chacun  des  autres 
points.  Considérons  ceux  qui  fournissent  des  termes  dans 
l'équation  (i).  Dans  l'équation  relative  au  point//»',  le  terme 
introdtiit  par  l'action  do  //?  sera  Fio  (mm'),  z-,  désignant  la 
variation  relative  au  déplacement  de  m'  seul,  m  restant  fixe. 
De  sorte  que,  par  l'addition  de  l'équation  (i)  et  de  celle 
seconde,  les  deux  termes  renfermant  F  se  réduiront  à 
FB(//mi'),  B  désignant  la  variation  de  la  dislance  mm'  quand 
les  deux  extrémités  se  déplaconl  pour  parvenir  aux  positions 
qu'elles  doivent  avoir,   après  le  déplacement  \irtuel  donné 
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au  système  entier.  Or.  d'après  1  hvpolhèsc,  mm' a.  une  valeur 
conslanle;  donc  c(mm')  est  nul,  el  la  force  F  n'entrera  pas 
dans  l'équation  résultant  de  l'addition. 

Nous  n'avons  fait  ici  aucune  distinction  entre  une  tiçre 
inflexible  et  un  fil  flexible  restant  rectiligne  et  de  lons^ueur 
constante.  Mais,  s'il  s'agissait  d'un  fil  passant  par  un  point 
fixe  sur  lequel  il  pourrait  glisser,  ou  qui  pourrait  glisser  sur 
lui,  les  deux  parties  rcctilignes  ne  seraient  plus  constantes, 
mais  leur  somme  le  serait.  Les  projections  des  espaces  par- 
courus par  les  deux  extrémités  sur  les  directions  respectives 
des  fils  seraient  encore  égales,  ainsi  que  les  deux  forces 
provenant  de  la  résistance  du  fil  :  leurs  moments  virtuels 
seraient  encore  égaux  et  de  signe  contraire,  et  disparaîtraient 
encore  dans  l'addition  des  équations. 

Supposant  donc  qu'on  ait  ajouté  les  équations  analogues 
à  (i)  et  relatives  à  tous  les  points  du  système,  toutes  les 
forces  F,  F'  auront  dis[)ara.  \  ovons  ce  que  deviennent  les 
moments  qui  proviennent  des  forces  J\. 

Si  la  surface  qui  produit  la  force  normale  N  est  fixe,  le 
déplacement  du  point  d'application  s'eflectuant  sur  cette 
surface  même,  Zn  sera  nul,  le  moment  N  zn  sera  donc  nul: 
et  il  en  sera  de  même  de  tous  ceux  qui  proviendront  de  la 
résistance  de  surfaces  fixes. 

Si  la  surface  est  mobile,  on  ne  sera  plus  nul,  et  le  mo- 
ment Ncrt  restera  dans  l'équation  (i).  Mais  le  point  exerce 
sur  la  surface  une  réaction  égale  et  opposée,  dont  le  moment 
virtuel  serait  par  conséquent  —  Nîaî.  Or  le  corps  solide 
dont  la  surface  produit  la  force  N  doit  être  en  équilibre  au 
moyen  de  toutes  les  forces  extérieures  qui  y  sont  appliquées, 
et  parmi  lesquelles  il  faut  compter  la  réaction  du  point. 
Donc,  d'après  ce  que  nous  avons  vu  précédemment,  la 
somme  des  moments  virtuels  de  toutes  ces  forces  est  nulle,  el 
dans  cette  équation  se  trouvera  le  terme  —  Nc/j  ;de  sorte  que. 
dans  la  somme  des  équations,  les  deux  ternies  renfermant  î\ 
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se  délruiront,  et  celle  force  inconnue  disparaîtra.  II  en  serait 
de  même  pour  tous  les  points  assujellis  à  rester  sur  Jes  sur- 
faces mobiles.  Enfin,  il  peut  arriver  qu'un  des  corps  du 
système  soit  en  contact  avec  un  autre,  d'où  résultent  des 
pressions  normales,  égales  et  opposées.  Nous  prendrons, 
dans  ce  cas,  comme  condition,  que  les  deux  surfaces  restent 
tangentes  après  leur  déplacement.  Alors  le  plan  tangent 
commun  ne  pouvant  s'incliner  que  d'un  angle  infiniment 
petit  sur  sa  première  position,  les  deux  points  en  conlact 
peuvent  être  considérés  après  leur  séparation  comme  étant 
à  une  même  distance  du  premier  plan  langent  :  distance 
qui  devient  nulle  si  l'une  des  surfaces  est  fixe.  Le  déplace- 
ment virtuel  des  deux  points  donne  donc  une  projection 
égale  sur  la  normale  commune,  et  par  conséquent  les  deux 
moments  virtuels  des  forces  de  pression  sont  égaux  et  de 
signes  contraires,  ou  nuls,  et  disparaissent  dans  la  somme. 

La  même  conséquence  s'applique  au  cas  où  la  surface  de 
l'un  des  corps  serait  assujettie  à  passer  par  des  points  fixes 
sur  lesquels  elle  pourrait  librement  glisser.  Car  ces  points 
peuvent  être  considérés  comme  des  surfaces  infiniment 
petites,  auxquelles  la  surface  du  corps  serait  assujettie  à  être 
tangente. 

Il  résulte  de  cette  discussion  que,  dans  la  somme  des 
premiers  membres  des  équations  fournies  par  l'équilibre  des 
diverses  parties  du  système,  il  ne  reste  que  les  moments 
virtuels  des  forces  données,  ou  des  forces  mutuelles  exer- 
cées par  les  points  les  uns  sur  les  autres,  suivant  des  lois 
données. 

Désignant  ces  diverses  forces  sous  le  nom  île  Ibrces  exté- 
rieures, pour  les  distinguer  des  forces  inconnues  provenant 
des  liaisons,  et  que  nous  appellerons  intérieures,  les  con- 
séqu<'n(es  précrdcntes  coiuluisont  à  celle  proposition  gé- 
nérale. 

Lorsqu'un  système  assujetti  à  des  liaisons  queleonques^ 
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du  genre  de  celles  que  nous  avons  déjînies,  est  en  équi- 
libre, sous  l'action  de  forces  extérieures  quelconques,  la 
somme  des  moments  virtuels  de  ces  forces  est  nulle  pour 
tout  déplacement  infiniment  petit  compatible  avec  les 
liaisons  du  système. 

lOo.  Récij)roque.  —  La  r/ciproque  do  celle  proposition 
est  vraie,  c'est-à-dire  que,  si,  pour  tous  les  déplacements 
infiniment  petits  compatibles  avec  les  liaisons,  la  somme 
des  moments  virtuels  est  nulle,  le  système  est  en  équilibre. 
En  elTot,  s'il  n'y  était  pas,  il  prendrait  un  déplacement 
déterminé,  et  chaque  point  décrirait  une  certaine  ligne,  en 
vertu  des  forces  données  et  des  liaisons.  Quelles  que  soient 
ces  lignes,  on  ne  changera  rien  au  déplacement  en  intro- 
duisant de  nouvelles  liaisons  qui  ne  permettraient  au  sys- 
tème que  de  prendre  celui-là  même  qu'il  prend,  de  telle 
sorte  que  le  déplacement  dun  seul  de  ses  points  détermi- 
nerait celui  des  autres.  Ces  liaisons  étant  supposées  intro- 
duites, prenons  le  déplacement  virtuel  suivant  ce  déplace- 
ment, devenu  seul  possible.  Pour  ce  déplacement,  par  hypo- 
thèse, la  somme  des  moments  virtuels  sera  nulle,  c'est-à-dire 
sera  un  infiniment  petit  d'un  ordre  supérieur  au  premier; 
et  le  premier  ordre  sera  déterminé  en  général  par  le  dépla- 
cement de  chaque  point.  Si  cependant,  dans  un  cas  parti- 
culier, quelques  points  décrivaient  dans  ce  déplacement  des 
espaces  infiniment  petits  par  rap|)orl  aux  autres,  ce  sont 
ces  autres  qu'on  choisirait  pour  déterminer  le  premier 
ordre.  Maintenant  considérons  un  des  points,  correspon- 
dant à  un  moment  virtuel  infiniment  petit  du  premier  ordre; 
cl  empêchons  son  déplacement,  par  e.xemple  par  un  obstacle 
placé  sur  la  ligne  qu'il  décrit,  et  qui  produira  une  force 
opposée  au  déplacement  qu'il  tendiiit  à  prendre.  Le  point, 
et  par  suite  le  système,  restera  en  repos,  et  la  force  intro- 
duite jointe  aux  forces  donnée;  produira  1  équihbre.  Donc, 
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d'après  la  jjroposilion  précédenle,  la  somme  des  momenls 
virtuels  sera  nulle  pour  le  déplacement  dont  nous  venons 
de  jiarlcr.  Mais  cela  est  impossible,  puisque  le  moment 
virliiel  de  la  force  introduite  est  un  infiniment  petit  du 
premier  ordre,  et  que  la  somme  des  autres  est,  par  hvpolhèse, 
nulle  ou  d'un  ordre  supérieur  au  premier.  On  arrive  donc 
à  une  contradiction  en  supposant  que  des  forces  ne  soient 
pas  en  équilibre  sur  un  système  pour  lequel  la  somme  des 
moments  virtuels  est  nulle,  pour  tous  les  déplacements 
infiniment  petits  compatibles  avec  les  liaisons. 

On  peut  donc  énoncer  ce  principe  général  : 

Lorsqu'un  système  de  points,  soit  libres,  soit  assujettis 
à  des  liaisons  quelconques,  telles  que  nous  les  avons  défi.- 
nies,  est  sollicité  par  des  forces  quelconques,  il  est  néces- 
saire et  suffisant,  pour  qu'il  y  ait  équilibre,  que  la  somme 
des  moments  virtuels  des  forces  extérieures  agissant  sur 
le  système  soit  nulle  pour  tout  déplacement  infiniment 
petit  compatible  avec  les  liaisons. 

C'est  en  cela  que  consiste  ce  qu'on  appelle  le  principe 
des  vitesses  virtuelles. 

Remarques.  —  i"  En  supposant  tmijours  Irs  conditions 
sous  lesquelles  nous  avons  démontré  ce  |)rincipe,  il  est  clair 
que,  si  Ton  chang^e  le  sens  de  toutes  les  forces,  il  v  aura 
encore  équilibre,  jiuisque  les  moments  virtuels  n'auront  fait 
que  changer  de  signe;  2°  deux  systèmes  de  forces  appli- 
quées à  des  points  liés  entre  eux  d'une  manière  quelconque, 
étant  dits  équivalents  relativement  à  un  système  de 
points,  lorsqu'ils  peuvent  se  remplacer  l'un  l'autre  sur  ce 
système,  il  résulte  du  principe  dos  vitesses  virtuelles  que  la 
somme  des  moments  vij-tuels  de  deux  systèmes  équivalents 
est  la  même,  puisiiu'elle  est  égale  et  de  signe  contraire  ù 
celle  du  sv>t( me  (|iii  est  ou  qui  serait  en  équilibre  avec  l'un 
ou  l'auln-. 

Kcciproijuemeiit,  si  la  somme  des  moments  \irluels  de 
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deux  systèmes  esl  la  même,  ils  seront  équivalents,  car  chacun 
d'eux  ferait  équilibre  au  système  contraire  à  l'autre. 

106.  Pour  exprimer  le  principe  que  nous  venons  de 
démontrer  par  une  formule  algébrique,  désignons  par  P,  Q, 
R,  .  .  .  les  intensités  des  diverses  forces  appliquées  aux  points 
du  système,  et  par/?,  q^  /-,  ...  les  distances  de  ces  points  à 
des  points  fixes  pris  sur  les  directions  mêmes  de  toutes  les 
Ibrces,  ou  sur  les  directions  contraires  :  la  condition  d'équi- 
libre sera  exprimée  par  l'équation 


(2) 


I    P  S/?  -r-  Q  û<7  -H  K  û/"    1    .  .  .         o, 

'       ou 

I         yps/^^o, 


la' somme  X  se  rapportant  à  toutes  les  forces  extérieures, 

c'est-à-dire  à  celles  qui  ne  proviennent  pas  des  liaisons  du 
système. 

Si  l'on  remplace  chacune  des  forces  par  ses  composantes 
parallèles  aux  axes  X,  Y,  Z,  et  qu'on  se  rappelle  la  for- 
mule 

P  o/>  r-  X  o.r    ^  Y  5 >■    -  Z  0.-, 

démontrée  générale  (n"  96),  en  tenant  compte  des  signes 
de  X,  Y,  Z,  x^  y^  z,  l'équation  (2)  pourra  être  remplacée 
par  la  suivante  : 

(3)  y{Xox~.-YoV'Zoz):o. 

Nous  allons  voir  comment  celte  équation  peut  donner  les 
conditions  de  l'équilibre  d'un  système  quelconque. 

Supposons  d'abord,  comme  on  le  fait  ordinairement,  que 
les  liaisons  du  système  puissent  être  exprimées  par  des 
équations  entre  les  coordonnées  de  ses  différents  points,  et 
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soient 

L=;o,     L'— o,     L"^-o,     .... 

n  équations  données  entre  les  coordonnées  des  /??  points 
qui  composent  le  système;  les  variations  de  ces  coordonnées 
satisferont  aux  équations 

^L  ^  dL  ^  dh  ^  dL  ^   , 

dx  dy    ^  dz  d.v 

dL\  dL\  dL\  dL\    , 

(4)       <    dx  dj    -  dz  dx 

J  d\J'  ^  dU  ^  'IL"  ^  dL"  ^    , 

I    — ; —  ô.r  -      —, —  OV  -i ;—  0-  -      -j— r  OX   -^     .  .   .  "    O, 

f    dx  dy    -  dz  dx 


Si  l'on  tire  de  ces  n  équations  la  valeur  de  n  variations 
et  qu'on  les  reporte  dans  l'équation  (3),  elle  en  renfermera 
encore  3/??  —  /?,  qui  seront  entièrement  indéterminées.  Et 
comme  cette  équation  doit  avoir  lieu  pour  tous  les  dépla- 
cements qui  satisfont  aux  conditions  du  système,  elle  sera 
satisfaite,  quelque  valeur  que  Ton  donne  à  ces  indétermi- 
nées; ce  qui  exige  que  les  coefficients  de  chacune  d'elles 
soient  nuls  séparément.  On  aura  ainsi  Zin  —  n  équations, 
nécessaires  et  suffisantes  pour  l'équilibre.  En  les  joignant 
aux  n  équations  données,  on  aura  un  nombre  d'équations 
égal  au  nombre  des  coordonnées  des  points  du  système. 

Elles  pourront  servir  à  déterminer  les  positions  d'un 
certain  nombre  de  points  d'application,  ainsi  que  les  gran- 
deurs et  les  directions  d'un  certain  nombre  de  forces,  de 
manière  que  l'équilibre  ait  lieu. 

L'élimination  de  n  variations  entre  les  équations  (3) 
et  (4)  peut  s'effectuer  de  diflerenlcs  manières.  On  pourrait 
linr  leurs  valeurs  des  n  é(|ualions  (/î)  et  les  substituer 
dans  l'é(|uation  (3),  puis  égaler  à  /.éro  les  coefficients  des 
3/;/  —  n  restantes;  mais  il  vaut  mieux  multiplier  les  équa- 
tions (  i)  par  des  facteurs  indéterminés  À,  X',  X",  ....  puis 
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les  ajouter  à  Téqualion  (3).  On  égalera  ensuite  à  zéro  les 
coefficients  des  autres  variations.  On  voit  donc  qu'après 
avoir  ajouté  toutes  les  équations,  on  devra  annuler  séparé- 
ment les  équations  des  3 m  variations;  n  de  ces  équations 
détermineront  a,  a',  a",  .  .  . ,  et,  en  substituant  leurs  va- 
leurs dans  les  autres,  on  aura  les  conditions  d'équilibre  du 
svstème. 


107.  L'avantage  de  cette  méthode  n'est  pas  d'abréger  le 
calcul,  mais  de  faire  connaître  les  efforts  produits  par  les 
liaisons,  et  les  forces  qui  pourraient  remplacer  les  équations 
qui  expriment  ces  liaisons. 

En  effet,  les  3 m  équations  auxquelles  on  parvient  sont 


(5) 


dx 

.,  dL' 
^'    du^ 

„  dL" 
^  '     dx"  ■■ 

", 

Y-vxf  . 

dy 

-'!?:'- 

.-  0, 

-'■''.': 

-"'Ï-- 

.— 0, 

ciJr 

.   ydL' 
dx' 

dx' 

.=:  0, 

.,  dL' 
^'^   dy' 

-  „  dL" 

• -'      S 

Z'  +  X^ 

az 

'     ■    dz' 

-  „  dL" 

'     dz'    -"• 

■  '     '•) 

Or  ces  équations  seraient  les  mêmes,  si  les  équations  L  =  o, 
L'=  o,  ...  n'existaient  pas,  c'est-à-dire  si  tous  les  points 
étaient  libres,  et  qu'on  appliquât  au  point  M  une  force  avant 
pour  composantes 


dL 

dx' 


dL 


dL 
~dl' 


dL' 
dx 
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au  point  M'  une  force  ayant  pour  composantes 
f/L       ,   r/L       ^  (IL  dV 

^  ^'    ""  dy'    ''7h''    ''  ~dl'''    "•' 

et  ainsi  de  suite  pour  les  autres  points. 

Quant  à  la  direction  de  ces  forces,  en  ne  considérant 
d'abord  que  celles  dont  les  expressions  renferment  les  déri- 
vées de  la  fonction  L,  on  voit  que  celle  qui  est  appliquée 
en  M  est  normale  à  la  surface  dont  l'équation  serait  L=:  o, 
en  ne  regardant  que  x,  jk,  z,  comme  variables.  Celle  qui  est 
appliquée  en  M'  est  normale  à  la  surface  dont  Téquation 
serait  L  =  o,  mais  dans  laquelle  x\  y,  z'  seraient  seules 
variables,  et  ainsi  de  suite  pour  les  autres  points. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  de  léqualion  L  =  o  peut  se 
dire  de  toutes  les  autres;  et,  dès  qu'on  aura  déterminé, 
comme  nous  l'avons  dit,  les  valeurs  de  a,  a',  a",  ....  on 
connaîtra  les  grandeurs  et  les  directions  des  forces  dont  les 
diverses  liaisons  tiennent  la  place,  et  qui,  réciproquement, 
pourraient  remplacer  ces  liaisons. 

CAS    ou    L,    L,  ...    Nr;    niiPENDENT   PAS   SELLEMEXT    DES    COORDONNÉES. 

108.  Nous  avons  suppose  que  les  écjuations  L-  -  o,  .  .  ., 
fjui  expriment  les  liaisons  des  points  du  système,  ne  renfer- 
maient de  variables  que  les  coordonnées  de  ces  points,  de 
qiiclque  nature  qu'elles  soient.  Mais  il  pourrait  arriver  que 
les  équations  de  condition  fussent  d'une  autre  forme,  même 
quand  elles  seraient  réductibles  à  celles-là;  et  il  est  pos- 
sible aussi  qu'elles  n'y  soient  pas  réductibles. 

Pour  donner  un  exemple  du  premier  cas,  supp«>><iii>  qui- 
le  point  dont  les  coordonnées  sont  .r,  r,  z  soit  assujetti  à 
rester  sur  une  surlace  engendrée  par  une  courbe  mobile 
(l«»nl  les  deux  équations  sont 

V{j:,j',z,a)      o,    J\u-,  y,z,a)  -:Oy 
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a  étant  un  paramétre  variable  qui  détermine  chaque  géné- 
ratrice de  la  surface,  et  qu'il  faut  éliminer  entre  ces  deux 
é(|uations  pour  avoir  celle  de  cette  surface. 

Si  Ton  faisait  l'élimination  de  «,  on  rentrerait  dans  le  cas 
précédent  ;  mais,  si  Ton  ne  peut  pas,  ou  si  l'on  ne  veut  pas 
la  l'aire,  on  peut  s'en  dispenser.  En  effet,  pour  passer  du 
point  donné  (.r,  )',  ;)  à  un  point  infiniment  voisin  sur  la 
surface,  il  faut  d'abord  augmenter  Va  qui  s"v  rapporte  d'une 
(juanlité  infiniment  petite  c(i  pour  passer  à  une  génératrice 
voisine,  et  changer  x,  y,  z  en  x  —  ox,  y  —  s}',  z  -'-  ;;,  en 
exprimant  que  ces  nouvelles  coordonnées  satisfont  aux 
équations  de  la  nouvelle  génératrice,  ce  qui  donne,  en 
retranchant  les  équations  deux  à  deux, 

dF  ,         dF  ,         dF  ,         dF  ^ 

-j—  ojr  -': — y—  6v 7-  àz j—  6a  -  r  o, 

dx  dy    "         dz  da 

djc  dy    "         dz    "       da 

On  aurait  ainsi  deux  équations,  au  Heu  d'une,  entre  les  va- 
riations ;  mais  aussi  il  y  a  de  plus  la  variation  ort,  ce  qui 
laisse  le  même  nombre  de  variations  arbitraires.  On  rentre- 
rait dans  le  premier  cas  en  éliminant  ta  entre  les  deux  der- 
nières équations. 

109.  Donnons  maintenant  un  exemple  du  cas  où  les 
liaisons  ne  pourraient  être  exprimées  par  des  équations  où 
les  coordonnées  des  points  seraient  les  seules  variables. 

Supposons  que  certains  points  du  système  soumis  à  lac- 
licn  des  forces  X,  Y,  Z;  X',  Y',  Z';  ....  soient  assujettis 
seulement  à  rester  sur  une  surface  de  forme  donnée,  entiè- 
rement libre,  sur  laquelle  ils  peuvent  glisser  en  tous  sens. 
L'équation  de  cette  surface,  par  rapport  à  des  axes  qui  lui 
seraient  invariablement  liés,  est  donnée,  et  on  l'obtiendra 
par  une  transformation  de  coordonnées,  rapportée  aux  axes 
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donnés.  On  aura  de  cette  manière  une  équation  entre  les 
coordonnées  x,  y,  z  d'un  point  quelconque  de  la  surface, 
et  six  paramètres  variables  avec  la  position  de  celle  surface, 
et  qui  seront  les  trois  coordonnées  <7,  b,  c  du  point  pris 
pour  origine  des  axes  mobiles,  et  trois  angles  ç,  6,  'i  qui 
déterminent  leurs  directions. 
Soit 

F(x,  y,  z,a,  b,c,'ù,  6,  •]/)  =  o 

celte  équation.  Il  s'agit  de  trouver  les  relations  qui  en  résul- 
tent entre  les  déplacements  virtuels  zx^  B;',  5c,  Bj"',  5j'',  .  .  ., 
des  points  assujettis  à  rester  sur  cette  surface,  dans  toutes 
les  positions  infiniment  voisines  de  celle  qui  correspond  à 
réquilibre.  Or  les  coordonnées  x^y^  z,  après  être  devenues 
.r  -f-  Ix,  y  -h  Sj',  z  H-  5s,  .  .  . ,  doivent  satisfaire  à  l'équation 
de  la  surface  dont  les  paramètres  sont  devenus  a  -(-  la, 
b  +  Ib^  .  .  . ,  el  l'on  aura  par  conséquenl,  en  retranchant  les 
deux  équations, 

dV  ^         d¥  ^         d¥  ^        dF  ^         dF  ^,       dF  , 

-r-  àx  -h  -}-  ùV  ■+-  -j-  ùz  -^  -j-  M  -h  -TT  àb  —  -j--  te 
dx  dy    "^        dz  da  do  de 

dF  ,        dF  ,^       dF  ,, 

-^■d^'^^^-W^'-^d^''^-^- 

On  aura  de  môme,  pour  le  point  (jc',  j»',  ;'), 

dV  ^    .dF  ^    ,dF  ^  ,       dF'       ^dF' 
dx  dy    •'         dz  da  no 

,  dF     dF         ,.„,  ,    ^F    dF 

en  entendant  que  —j—,  —--  ne  diilerenl  de  -p-,  -tt-  que  par 
^        da      db  da     db    '       '^ 

le  changement  de  .r,;»',  c  en  r',  i',  z' . 

On  agirait  de  même  pour  tous  les  points  assujettis  à  rester 
sur  la  même  siirface. 

Cela  posé,  soient  X,  ;ji,  v,  .  .  .  les  divers  facteurs  p;ir  les- 
quels on  multipliera  ces  équations,'  pour  les  aj«Mil«M-  à  relie 
des  vitesses  virtuelles,  d'après  l.i  méthode  précédente  ;  en 
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égalant  à  zéro   les  coefficients  des  variations  Ijc,   Iv,  cz, 
cjc',  .  .  . ,  $<7,  s/>,  .  .  . ,  on  aura  d'abord 

A   -^  À   -5—  =  0,        1      -  A  -j—   --  O,  L  ~  K  —r-    "  O, 

dx                           dy  dz 

l6)    '                ^F              ^.,         t/F  „,         dV 

A  —  a  -7-7  =  0,       i     ^  a  -j—,  =  0,  L  -^-  'X  -j-r  =  o, 

'    aor                        '    dy'  '  dz 


en  supposant  que  J",  j',  -,  .  .  .  n'entrent  pas  dans  d'autres 
équations,  sans  quoi  on  ajouterait  les  termes  qui  en  pro- 
viendraient aux  précédents.  Et  Ton  aura  en  outre 

^  ^  dF"  _       _ 

da       '    da  da        '  '  '         ' 

(:)  {  .  dV  d¥'  dF' 

'7îb^''--db  -'-db      ■■■^"^ 


J^es  équations  (6)  font  voir  que  les  forces  appliquées  aux 
points  X,  y,  z;  x'.  j'',  z' ;  ...  ;  doivent  être  normales  à  la 
surface  mobile  :  en  les  combinant  avec  les  équations  (j), 
on  aurait,  par  l'élimination  de  \,  ;j.,  v,  .  .  . ,  les  conditions  de 
l'équilibre  des  forces  appliquées  à  la  surface  mobile. 

Cet  exemple  suffît  pour  montrer  comment  il  faudrait  faire 
dans  des  cas  plus  compliqués. 

REMARQUES    SUR   LES   FORCES    PRODUITES    PAR    LES   LIAISONS. 

110.  Nous  avons  vu  (n"  107)  quelles  forces  pouvaient 
remplacer  les  liaisons  exprimées  par  les  équations  L  =  o, 
L,'=  o,  ....  En  chacun  des  points  auxquels  sont  appliquées 
les  forces  données,  celles  qui  proviennent  des  liaisons  don- 
neront une  résultante  égale  et  opposée  à  celle  des  forces 
données;  mais  il  ne  suffirait  pas  de  connaître  les  équations 
I.  =  o.  .  .  .,  pour  déterminer  les  diverses  actions  exercées 
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entre  les  liens  matériels  qui  unissent  les  points,  parce  que 
les  mêmes  équations  peuvent  être  l'expression  de  liaisons 
d'espèce  très  différente;  comme  aussi  les  mêmes  liaisons 
peuvent  s'exprimer  ])ar  un  ensemble  d  équations  très  diffé- 
rentes, formant  un  système  équivalent.  On  ne  peut  donc 
chercher  à  déterminer  les  diverses  réactions  exercées  dans 
les  appareils  qui  établissent  les  liaisons,  que  lorsque  ces 
aj)pareils  sont  définis  dans  tous  leurs  détails,  et  qu'on  ne  se 
borne  pas  à  donner  les  équations  entre  les  coordonnées, 
qui  en  sont  la  conséquence. 

Si,  par  exemple,  un  point  est  lié  à  un  point  fixe  par  une 
tige  rigide,  on  aura  entre  les  coordonnées  x,j>',  z  du  premier 
et  les  coordonnées  a,  b,  c  du  second  l'équation 

l  désignant  la  longueur  de  la  tige.  Mais  on  aurait  aussi  la 
même  équation  en  assujettissant  le  point  à  rester  sur  une 
sphère  matérielle  ayant  pour  rayon  /  et  pour  centre  le  point 
(«,  b,  c).  Cette  sphère  pourra  être  rendue  immobile  en 
fixant  trois  quelconques  de  ses  points,  et  l'on  voit  combien, 
dans  ces  différents  cas,  seront  différentes  toutes  les  actions 
partielles  exercées  dans  ces  divers  appareils,  et  qui  cependant 
donneront  toujours  au  point  mobile  une  résultante  normale 
à  la  sphère  déterminée  par  l'équation  précédente.  11  serait 
superflu  d'insister  davantage  sur  un  point  aussi  évident. 
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QUELQUES  CONSÉQUENCES  DU  PRINCIPE 
DES  VITESSES  VIRTUELLES. 


lll.  Les  auteurs  de  traités  de  Mécanique  rationnelle  ont 
admis  jusqu'à  nous  que,  lorsque,  par  Icflet  de  ses  liaisons, 
un  point  ne  peut  se  déplacer  qu'en  restant  sur  une  courbe 
ou  sur  une  surface  idéale  déterminée,  on  pouvait  supprimer 
CCS  liaisons  en  donnant  une  existence  réelle  au  lieu  pure- 
ment idéal  de  ses  déplacements  possibles,  et  assujettissant 
le  point  à  y  rester  avec  la  possibilité  de  s'y  déplacer  libre- 
ment. 

Nous  avons  pensé  que  ce  principe  ne  pouvait  être  admis, 
ni  de  lui-même,  ni  comme  résultat  de  l'expérience.  Cer- 
tainement, bien  des  formes  de  liaison  peuvent  donner  un 
même  lieu  pour  le  déplacement  géométrique  d'un  point: 
mais  peuvent-elles  se  remplacer  dans  les  questions  qui  dé- 
pendent de  l'action  des  forces,  parce  qu'elles  le  peuvent  dans 
les  questions  de  Géométrie?  Cette  confusion  des  Sciences 
nous  a  paru  peu  philosophique,  et  nous  l'avons  rejetée. 
Quant  à  l'expérience,  elle  est  impropre  à  l'établissement 
d'un  principe  indépendant  de  la  forme  des  liaisons  qui  peut 
varier  à  l'infini,  et  que  l'on  ne  pouvait  vérifier  que  dans  un 
nombre  limité  de  cas. 

Mais  cette  proposition  si  générale,  et  si  commode  dans  les 
applications,  peut  être  établie,  bien  simplement,  au  moyen 
du  principe  des  vitesses  virtuelles.  Elle  ne  sera  plus  un  prin- 
cipe, mais  un  corollaire  d  un  principe  qu'elle  servait  au- 
trefois à  établir. 
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Pour  reconnaître  la  vérité  de  cette  proposition,  il  suffit 
de  remarquer  que  tout  système  de  liaisons  qui  assujettiront 
un  point  aux  mêmes  déplacements  géométriques  possibles, 
donneront  lieu,  identiquement,  aux  mêmes  systèmes  de 
vitesses  virtuelles,  et  par  suite  aux  mêmes  équations 
d'équilibre. 

Ainsi,  par  exemple,  si  les  deux  côtés  d'un  angle  constant 
sont  assujettis  à  rester  dans  un  plan  donné,  et  à  passer  par 
deux  points  fixes  sur  lesquels  ils  peuvent  glisser  librement, 
le  sommet  de  cet  angle  ne  pourra  que  se  mouvoir  sur  un 
arc  de  cercle  qui  n'a  aucune  existence  matérielle.  Si  main- 
tenant on  applique  des  fi^rces  quelconques  à  ce  point,  il 
faudra,  pour  qu'il  y  ait  équilibre,  qu'elles  soient  détruites 
par  celles  que  les  deux  points  fixes  peuvent  produire  et  qui 
seront  normales  aux  cotés  qui  n'offrent,  par  hypothèse, 
aucune  résistance  dans  le  sens  de  leur  longueur.  La  résul- 
tante des  forces  données  doit  donc  être  égale  et  opposée  à 
celle  que  donneront  ces  deux  forces  normales.  Or,  leur  point 
de  rencontre  joint  au  sommet  de  Tangle  sera  un  diamètre 
du  cercle,  lieu  du  sommet;  il  faut  donc  que  la  résultante 
des  forces  soit  normale  à  l'arc  de  cercle,  lieu  géométrique 
du  sommet,  d'après  les  liaisons  données.  D'ailleurs,  cette 
résultante  peut  avoir  une  intensité  quelconque,  puisqu'elle 
peut  être  décomposée  en  deux  forces  qui  seront  détruites 
par  les  points  fixes  qui  sont  supposés  susceptibles  d'une 
résistance  indéfinie. 

On  vérifie  ainsi  que  l'on  arrive  aux  mêmes  conditions, 
pour  l'équilibre  du  point,  que  si  l'on  avait  supprimé  les 
liaisons  données  et  qu'on  leur  eut  substitué  le  lieu  géomé- 
lri(pio  rendu  matériel,  en  assujettissant  le  point  à  ne  pas  le 
(juilU-r. 
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PROPUIÉTÉ   DE   M.WIMIM    01    DE   MINIMUM. 

112.   Lorsque  l'expression  ^  (X  o.r  h-  Y  oj'  -h  Z  5;)  sera 

la  variation  crime  certaine  fonction  de  ^,^v,  z-,  ;  •jc'fj',  ;',... 
traitées  comme  variables  indépendantes,  Térpiation  donnée 
par  le  principe  des  vitesses  virtnelles  montre  que,  dans  la 
position  d'équilibre,  cette  fonction  est,  en  général,  un 
maximum  ou  un  minimum  par  rapport  à  toutes  les  valeurs 
qu'elle  peut  prendre  lorsque  le  système  subit  un  déplace- 
ment inliniment  petit  quelconque,  compatible  avec  ses  liai- 
sons; le  minimum  correspond  au  cas  de  l'équilibre  instable, 
et  le  maximum  au  cas  de  l'équilibre  stable.  Mais  celte  dis- 
cussion nous  écarterait  trop  de  notre  objet  et  nous  nous 
bornerons  à  celte  indication.  Nous  appliquerons  tout  à 
l'heure  cette  proposition  au  cas  particulier  des  forces  paral- 
lèles produites  par  la  pesanteur. 

H3.  yipplication  au  cas  de  forces  quelconques.  — 
Soient  P,  P',  .  .  .  des  forces  en  équilibre  sur  un  svstème 
quelconque  ;  M,  M',  .  ,  .  leurs  points  d'application.  Prenons 
à  partir  de  ces  points,  et  sur  la  direction  des  forces,  des 
longueurs  finies  MN,  M'N',  .  .  .  proportionnelles  à  ces 
forces,  et  désignons-les  par/?,  p' ,  .  .  .,  de  telle  sorte  que 
l'on  ail 

/)  =  A-P,     p'=kV, 

Le  théorème  que  nous  voulons  démontrer  consiste  en  ce  que 

la  somme/?-  -f-/?^  -i-  ...  ou  ^.P'  sera  un  maximum  ou  un 

minimum,  parmi  toutes  les  valeurs  qu'elle  peut  prendre, 
lorsque,  les  points  N,  N',  .  .  .  restant  fixes,  les  points  M, 
M',  .  .  .  subissent  un  déplacement  virtuel  quelconque,  com- 
patible asec  les  liaisons  du  système. 

Dm.  —  Mc'lh.  IV.  10 
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En  effet,  soienl  L  {Jig-  i5)  une  position  infiniment  voi- 
sine que  peut  prendre  le  point  M;  H  sa  projection  sur  la 
direction  de  la  force  P;  0  l'angle  PML;  faisons  ML—/-, 
MH  =-.  Ip. 

Le  principe  des  vitesses  virtuelles  donne  pour  tous  les 

l-'is:.  i5. 


déplacements  possibles  ^P/cosO     -  o;  et,  par  conséquent, 
en  multipliant  tous  les  termes  par  A", 

(i)  ^/>/cosO ---o,     ou      /  ,p  op  ^=  o, 

équation  qui  équivaut  à 

(2)  O^/*'         '»• 

Or  c'est  là  une  condition  nécessaire,  mais  non  suffisante, 

pour  que    >  p-  soit  un  maximuin   ou  un   minimum,  jiour 

tous   les    déplacements    compatibles   avec    les   liaisons    du 
système. 

l*our  rrronnaîlre  si  réellement    >  />^  est  un  maximum  ou 

un  mininuim,  calculons  e\artem<Mil  son  accroissomenl.  Si 
nous  désignons  par  /),  la  valeur  ÎNL  de  />  après  le  déplace- 
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ment  virtuel  arbitraire,  nous  aurons 

p\   ~p-    -2/>/cosO   r- /■-, 
d'où 

^Pl=y^p'-2y^prcosr)~h^r-. 
L'accroissement  de    7  p-  est  donc 

2^-   -   -rî^/^rcosO--^'"' 


(3) 

/  -aA-^P/cosO  ^^/-^ 

Or,  si  Ton  avait  rigoureusement  l'équation  N^P/cosô  =^  o, 

s  ^7^"  se  réduirait  à   7  /-  qui  est  essentiellement  positive, 

d'où  il  sui\rait  que  ^/>"  serait  toujours  minimum.  Mais 
nous  avons  lait  remarquer,  dans  la  démonstration  du  prin- 
cipe des  vitesses  virtuelles,  que  ^PrcosO  n'était  pas  gé- 
néralement nul,  mais  infiniment  petit  du  second  ordre;  et 
comme  ^Z"  est  du  même  ordre,  les  deux  parties  de  5   7  p- 

>ont  comparables,  et  Ton  ne  peut  rien  dire  d'absolu  sur  le 
signe  du  résultat.  Cependant  on  peut  faire  quelques  re- 
marques importantes  à  cet  égard. 

Supposons  d'abord   que  ^P/-cosO  soit  de  même  signe 

pour  tous  les  déplacements  virtuels,  il  faudra  distinguer 
deux  cas. 

S'il  est  négatif,  les  deux  termes  de  l'expression  (3)  se- 
ront positifs,  et  par  conséquent    7  />-  sera  un  minimum, 
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quelle  que  soit  la  valeur  du  rapport  Â",  depuis  zéro  jusqu'à 
l'infini. 

S'il  est  positif,  la  première  partie  de  o  ^.P'  sera  négative; 

et  comme  elle  varie  proportionnellement  à  A,  on  pourra 
donner  à  ce  rapport  une  valeur  assez  grande  pour  que  celte 

première  partie  l'emporte  sur  la  seconde  ^/'",  quel  que  soit 

le  déplacement  virtuel,  et  cela  aura  lieu  depuis  cette  valeur 

de  A-  jusqu'à  linfini  :  dans  toute  cette  étendue,    7  p-  sera 

maximum.  Il  pourra  arriver  qu'entre  cette  limite  inférieure 
de  A,  et  une  autre  valeur  plus  petite,   la  première  partie 
de  (3)  soit  tantôt  supérieure,  tantôt  inférieure  à  la  seconde; 
entre  ces  limites,  il  n'y  aura  ni  maximum  ni  minimum. 
Mais  ce  qui  est  très  remarquable,  c'est  que,  dans  tous  les 

cas,  et  lors  même  que   7  P/cosQ  n'a  pas  le  même  signe  pour 

tous  les  déplacements  virtuels,  on  peut  donner  au  rapport  A , 

et,  par  suite,   aux  longueurs  />,  p' des  valeurs  assez 

voisines  de  zéro,  pour  que  la  première  partie  de  (3)  soit 

incomparablement   plus    petite   que   ^r-;   d'où  il  résulte 

que   \,/>*  sera  minimum,  puisque  son  accroissement  sera 

toujours  positif.  Celte  dernière  proposition  est  duc  à 
M.  Gauss  ;  elle  n'est  qu'un  cas  particulier  d'un  tlu'orème 
que  cet  illustre  géomètre  a  donné  dans  le  cas  d'un  dépla- 
cement quelconque  :  c'est  celui  où  l'on  supposerait  qu'il  se 
réduirait  à  zéro.  On  peut  dire  aussi  que  ce  théorème  est 
reuferuié  dans  la  proposition  précédente,  en  vertu  du  prin- 
cipe de  d'Alombcrt,  dont  nous  parlerons  plus  lard. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  ce  n'est  pas  seulement  dans 

le  \olsinage  de  /    -  o,  que  ^/>- sera  nécessalronuiil  un  mi- 
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niniuni  ;  il  on  sera  ainsi  depuis  celle  limite  jusqu'à  une  cer- 
taine valeur  finie  de  A-,    pour  laquelle  la   première  partie 

tle  :    7  p'  cessera  d'èlre  inférieure  à  la  seconde,  pour  tous 

les  déplacements  virtuels. 

On  peut  observer  encore  que,  lorsque,  pour  une  voleur 

de  /»•,  ^/^"  sera  maximum,  il  suffirait  de  porter  les  quan- 
tités/>  dans  le  sens  opposé,  pourc[ue  7  />2  jgyînt  mini  muni  : 
car  alors  cosO  changerait  de  signe  sans  changer  de  valeur, 
et  les  deux  parties  de  0    7  />-  seraient  positives.  11  y  aurait 

donc  minimum  en  considérant  cette  même  valeur  de  k  avec  le 
svslèrae  des  forces  égales  et  contraires  aux  premières,  et 
qui  seront  en  équilibre  en  vertu  du  principe  des  vitesses 
virtuelles. 

H4.  Nous  avons  fait  connaîlrc,  dans  ce  qui  précède,  les 
conditions  d'équilibre  d'un  système  quelconque  de  ])oints 
assujettis  à  des  liaisons  arbitraires  rigoureusement  définies, 
et  sollicités  par  des  forces  quelconques;  nous  avons  vu 
comment  les  équations  qui  déterminent  l'équilibre,  et  dont 
la  forme  doit  nécessairement  dépendre  du  mode  de  liaison 
des  points,  peuvent  être  renfermées  dans  une  seule  for- 
mule générale  qui  permet  dans  chaque  cas  de  former  les 
équations  particulières  qui  s'y  rapportent,  au  moyen  de 
^impies  calculs  dont  la  marche  est  complètement  déter- 
minée. 

Après  avoir  ainsi  établi  les  principes  généraux  de  cette 
partie  importante  de  la  science  des  forces,  qui  traite  de 
leur  équilibre,  il  nous  reste  àétablir  ceux  qui  se  rapportent 
aux  déplacements  qu'elles  peuvent  produire.  Mais,  avant 
d'entamer  celte  partie  beaucoup  plus  difficile  de  la  science, 
nous  croyons  convenable  d'appliquer  à  (juelques  questions 
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parliculicrcs  les  théories  de  la  première.  Nous  les  choisi- 
rons de  manière  qu'elles  olTrenl  quelque  utihle  so.l  dan. 
la  pratique,  soit  dans  les  théories  qui  doivent  suivre,  et  qu. 
Pexéculion  des  opérations  indiquées  par  la  théorie  ofîr. 
un  nouvel  exemple  de  l'emploi  si  utile  des  considérations 
infinitésimales. 
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APPLICATION  DES  THÉORIES  PRÉCÉDENTES  AUX  FORCES 
PARALLÈLES  PRODUITES  PAR  LA  PESANTEUR. 


llo.  L'expérience  montre  que  tous  les  liquides,  dans 
Irlal  de  repos,  ont  leur  surface  extérieure  plane,  pourvu 
quelle  ait  une  étendue  assez  grande  pour  que  la  légère 
déformation,  qui  a  lieu  au  contact  des  corps  solides  qui  en 
forment  les  bords,  puisse  être  négligée.  Les  plans  qui  ter- 
minent les  liquides  en  repos  dans  un  même  lieu  sont  j)aral- 
lèles  ;  ils  ne  seraient  inclinés  les  uns  sur  les  autres  que  si 
leur  distance  devenait  considérable.  Nous  supposerons  dans 
tout  ce  qui  va  suivre  que  le  parallélisme  soit  parfait. 

Nous  leur  donnerons  la  dénomination  de  plans  horizon- 
taux, et  les  droites  perpendiculaires  à  ces  plans  s'appelle- 
ront des  verticales;  elles  auront  donc  toutes  une  même 
direction;  qu'on  appellera  la  verticale  du  lieu. 

Cela  posé,  Tobservalion  de  tous  les  instants  fait  voir  que 
tous  les  corps  abandonnés  à  eux-mêmes  sans  aucune  im- 
pulsion, tombent  suivant  la  verticale,  quand  on  peut  les 
garantir  de  toute  dé\iation  produite  par  Tair  environnant. 
S'ils  sont  retenus,  ils  exercent  sur  Tobslacle  une  pression 
verticale.  Si,  par  exemple,  un  corps  est  suspendu  par  un 
fd,  ce  rd  prend  une  direction  verticale,  et  si  l'on  rompt  ce 
(il,  sans  donner  aucune  impulsion  initiale  au  corps,  il 
loml)e  suivant  le  prolongement  de  cette  droite.  De  plus, 
tant  que  ce  corps  est  soutenu,  le  fil  est  tendu  sans  inter- 
ruption; et  l'expérience  montre  que  cette  tension  est  con- 
stante. 
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On  peut  donc  admettre  que  tous  les  corps  sont  sollicités 
par  une  force  dirigée  suivant  la  verticale  et  vers  linlérieur 
de  la  terre,  et  que  cette  force  exerce  son  action  d'une  ma- 
nière continue,  avec  une  intensité  constante,  sur  les  corps 
qui  restent  en  repos.  Nous  verrons  plus  tard  que  celte 
intensité  est  la  même  encore  pendant  le  déplacement.  La 
cause  de  ces  phénomènes  se  nomme  pesa /i leur  ou  grovilé. 
La  surface  de  la  terre,  ou  mieux  de  la  mer,  étant  à  peu  près 
sphérique,  la  perpendiculaire  à  la  surface  des  eaux  tran- 
quilles passe  sensiblement  par  le  centre  de  la  terre;  et 
change,  par  conséquent,  de  direction  avec  la  position  de  la 
surface;  son  intensité  change  quand  on  s'éloigne  ou  qu'on 
s'approche  du  centre,  et  dans  le  même  rapport  pour  tous 
les  corps. 

Mais  ces  variations  ne  sont  pas  sensibles  dans  une  petite 
étendue;  et  Ion  peut  regarder  les  verticales  comme  paral- 
lèles, et  la  pesanteur  comme  constante,  pourvu  que  1  on 
considère  des  points  peu  éloignés  les  uns  des  autres,  rela- 
tivement au  rayon  de  la  terre.  C'est  ce  qu'il  a  été  facile 
d'établir  par  des  expériences  précises. 

Au  reste,  c'est  indépendamment  de  toute  notion  sur  la 
figure  de  la  terre,  que  l'on  constate,  par  l'expérience,  le 
j)arallélisnie  des  verticales  et  la  constante  de  la  pesanteur 
dans  une  étendue  beaucoup  plus  considérable  que  les  dimen- 
sions des  corps  que  nous  avons  en  vue  de  considérer  ici. 
Nous  les  admettons  donc  comme  des  données  iouriiies  par 
des  expériences  directes. 

La  pesanteur  sollicite  les  parties  intérieures  des  corps 
comme  les  parties  extérieures.  Il  faut  (aire  le  même  effort 
pour  su|)porler  un  corps  entier,  ou  les  parties  ilans  les- 
quelles on  le  divise;  et,  s'il  est  creux,  les  corps  qu<'  Ton  > 
rrnferiucra  exenTront  le  même  ellort  (jue  s  ils  étaient  placés 
à  l'extérieur.  Nous  pouvons  donc  regarder  cette  force  comme 
agissant  sur  toutes  1rs  parties  (|ui  composent  les  corps;  el 
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nous  on  verrons  une  confirmation  coniplèlc  dans  Icurcliutc 
suivant  la  verticale. 

En  appliquant  la  théorie  des  forces  parallèles  à  celles  qui 
pro\iennent  de  la  pesanteur,  on  reconnaît  d'abord  qu'elles 
ont  une  résultante  qui  leur  est  parallèle  et  est  égale  à  leur 
somme:  on  l'appelle  \e poids  du  corps. 

En  second  lieu,  cette  résultante  a  son  point  d'application 
indépendant  de  la  direction  des  forces  relativement  au 
corps.  C'est  le  centre  des  forces  parallèles  produites  par  la 
irravité.  On  lui  donne  le  nom  de  centre  de  gravité. 

116.  Lorsque  la  matière  qui  compose  le  corps  est  homo- 
gène, les  volumes  égaux  ont  des  poids  égaux.  Si  la  matière 
de  deux  corps  homogènes  est  différente,  le  poids  est  géné- 
ralement différent  pour  des  volumes  égaux.  On  appelle  poids 
spécifique  à\\r\e  substance  homogène  le  poids  de  lunité  de 
Nolume,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  le  rapport  du  poids 
d'un  volume  quelconque  de  cette  substance  à  ce  volume 
même.  Dans  les  Tables  que  l'on  a  formées,  on  rapporte  ces 
poids  spécifiques  à  celui  de  l'eau  distillée,  prise  à  la  tempé- 
rature où  sa  densité  est  la  plus  grande,  et  qui  est  d'environ 
\°  au-dessus  de  zéro  ;  quant  aux  autres  corps,  on  les  suppose 
pris  à  la  température  zéro.  Les  movens  emplovés  pour  la 
formation  de  ces  Tables  se  rapportent  à  la  Plivsique,  et  nous 
ne  nous  en  occuperons  pas. 

Le  poids  qu'on  a  choisi  pour  terme  de  comparaison  est 
celui  d'un  centimètre  cube  d'eau  distillée,  prise  au  maxi- 
mum de  densité,  et  considéré  àT'Observatoire  de  Paris;  on 
le  nomme  gramme.  Les  nombres  renfermés  dans  la  Table 
des  poids  spécifiques  expriment  donc  le  nombre  de  grammes 
que  pèse  un  centimètre  cube  de  ces  substances,  prises  à  la 
température  zéro. 

117.  Si  le  corps   n'est  pas  homogène,  le  poids  ne  sera 
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plus  proportionnel  au  volume.  Pour  se  faire  une  idée  nette 
de  ce  que  Ion  doit  entendre  par  poids  spécifique  d'une  sub- 
stance en  un  point  donné,  on  en  considérera  une  portion 
infiniment  j)elite  en  tous  sens,  dont  ce  point  fera  partie,  el 
l'on  prendra  le  rapport  de  son  poids  à  son  volume;  on  aura 
ainsi  son  poids  spécifique  moyen;  lorsque  ce  volume  tendra 
vers  zéro,  le  rapport  tendra  généralement  vers  une  limite, 
que  nous  appellerons  poids  spécifique  de  la  substance  en 
ce  point.  Si  la  nature  de  cette  substance  cbange  d'une  ma- 
nière continue,  le  poids  spécifique  sera  une  fonction  con- 
tinue des  coordonnées  des  dilTércnts  points;  et  si  celte  fonc- 
tion est  donnée,  ainsi  que  la  figure  du  corps,  on  peut  encore 
se  proposer  d'en  déterminer  le  centre  de  gravité.  On  voit, 
d'après  cette  définition,  qu'un  volume  infiniment  petit  du 
corps  aura  un  poids  qui  ne  dilTérera  que  dune  quantité 
infiniment  petite,  j)ar  rapport  à  lui-même,  du  produit  de 
ce  volume  par  le  poids  spécifique  relatif  à  l'un  qiielcon((uc 
de  ses  points.  Cette  quantité  pouvant  être  négligée  sans 
erreur  dans  les  résultats  des  questions  qui  ne  dépendent 
que  des  limites  des  sommes  ou  des  rapports,  il  s'ensuit  que 
le  poids  spécifique,  tel  que  nous  l'avons  défini,  joue  abso- 
lument le  même  rôle  dans  le  cas  des  corps  non  bomogcnes 
que  le  poids  spécifique  d(''fini  d'abord  dans  les  corps  liomo- 
gènes;  seulement,  il  ne  faut  l'appliquer  qu'à  des  volumes 
infiniment  petits  dans  tous  les  sens. 

418.  Quoique  les  surfaces  et  les  lignes  ne  puissent  avoir 
de  poids,  puisqu'elles  ne  sont  que  des  limites  d'étendue  et 
ne  renferment  aucune  partie  matérielle,  on  les  considère 
néanmoins  comme  avant  un  centre  de  gravité.  On  suppose 
alors  (iurllcs  sont  soumises  à  l'action  des  l'orres  parallèles, 
qui,  dans  le  cas  de  Ibomogént'-ili',  donnent  îles  résultantes 
égales  pour  des  parties  écpiivalentes  ;  et  Ion  donne  I  inten- 
sité de  celte  force  pour  l'unité  de  surface  ou  de  longueur. 
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En  parlant  de  cette  hypothèse,  et  considérant  toujours  les 
surfaces  et  les  lignes  comme  on  le  fait  dans  la  Géométrie, 
il  n'y  a  rien  que  de  clair  dans  la  recherche  du  contre  de  ces 
forces  parallèles,  qu'on  nomme,  par  analogie,  centre  de 
gî'a^'ité. 

Si  les  résultantes  n'étaient  pas  égales  pour  des  aires  équi- 
valentes, on  concevrait,  pour  un  point  quelconque,  une 
portion  infiniment  petite  en  tous  sens,  renfermant  ce 
point,  et  l'on  prendrait  le  rapport  de  la  résultante  de  cette 
portion  à  son  aire.  La  limite  de  ce  rapport  sera  déterminée, 
et  nous  lui  donnerons,  par  analogie,  le  nom  de  poids  spéci- 
fique  de  la  surface  en  ce  point;  ce  point  spécifique  sera 
une  fonction  connue  des  coordonnées  des  points  de  la  sur- 
face, et  le  centre  des  forces  parallèles,  que  Ton  désignera 
encore  sous  le  nom  de  centre  de  s^ravité,  sera  entièrement 
déterminé. 

Les  mêmes  considérations  s'appliquent  au  cas  dune  ligne 
dans  laquelle  des  arcs  égaux  ne  donneraient  pas  des  résul- 
tantes égales. 

419.  Les  corps  sont  réellement  composés  de  parties  très 
petites,  séparées  les  unes  des  autres;  mais  il  n"v  a  aucun 
inconvénient  à  les  supposer  formés  d  une  matière  continue; 
car  cela  ne  produira  d'autre  effet  que  de  changer  de  quan- 
tités insensibles  les  points  d'application  des  forces,  et  il  n'en 
peut  résulter  aucune  erreur  appréciable  dans  les  résultats. 

Lorsque  l'on  connaît  les  poids  et  les  centres  de  gravité 
de  corps  en  nombre  fini,  le  théorème  des  moments  donne 
immédiatement  la  position  du  centre  de  gravité  du  système. 
Si  l'on  désigne  par  P  un  quelconque  des  poids,  par  x,  y,  z 
les  coordonnées  de  son  centre  de  gravité,  et  par  jc,,j'^,  z-t 
celles  du  centre  de  gravité  du  système,  on  aura 

SP.r  _  2:Pv  _  SP.- 

"^1  ■       vp  '     ?>    -   2P  '     "'  '^  Yp~ 
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Ces  formules  subsistent,  quel  f|ue  soit  le  nombre  de 
corps,  et  quelque  petits  qu'ils  soient  cliacun.  S'ils  dimi- 
nuent indéfiniment,  et  que  leur  système  tende  vers  une 
certaine  limite,  les  limites  des  valeurs  de  x,,  )'i,  ^i  seront 
les  coordonnées  du  centre  de  gravité  de  cette  limite;  et 
leurs  valeurs  ne  seront  pas  altérées,  si  l'on  néglige,  dans 
tous  les  termes  de  ces  sommes,  des  quantités  infiniment 
petites  par  rapport  à  ces  termes  mêmes. 

DÉTERMINATION  DES  CENTRES  DE  GRAVITÉ. 

120.  Lorsqu'un  corps  de  nature  quelconque  est  infini- 
ment petit  dans  tous  les  sens,  son  centre  de  gravité  est  à 
une  distance  infiniment  petite  d'un  quelconque  des  points 
de  ce  corps  ;  car,  si  Ton  compose  successivement  toutes 
les  forces,  en  partant  d'un  point  quelconque  du  corps,  les 
points  d'application  des  résultantes  successives  étant  tou- 
jours compris  entre  les  deux  points  d'application  des  forces 
que  l'on  compose,  resteront  constamment  à  une  distance 
infiniment  petite  de  tous  les  points  du  corps.  Cette  simple 
observation  permet  de  ramener  au  calcul  la  détermination 
des  centres  de  gravité  des  corps,  sans  aucune  recherche 
préalable.  H  suffira,  pour  cela,  de  les  décomposer  en  élé- 
ments infiniment  petits  dans  tous  les  sens,  parce  qu'alors 
on  pourra  prendre  pour  centre  de  gravité  de  ces  éléments 
un  point  quelconque  de  leur  surface  ou  de  leur  intérieur, 
ou  même  en  dehors,  et  à  une  distance  inliniment  petite; 
car  on  n'altérera  qu'infiniment  peu  les  coordonnées  du 
centre  de  gravité  de  chacun  de  ces  éléments,  et,  par  con- 
séquent, son  moment  ne  sera  en  erreur  que  d'une  quantité 
infiniment  petite  par  rapport  à  lui-même.  Donc  la  limite 
de  la  somme  des  nioments  ne  sera  pas  alt<'rée,  et  l'on  peut 
établir  celte  proposition  générale  : 

f.e  produit  ilii  /nn\/s  d'un  corps  par  la  distance  de  son 
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centre  de  gravité  à  un  plan  quelconque,  est  égal  à  la 
limite  de  la  somme  des  produits  des  poids  de  chacun  de 
ses  éléments  injiniment  petits  en  tous  sens^  par  les  dis- 
tances d'un  quelconque  des  points  de  ces  éléments  res- 
pectifs, ou  d'autres  points  injiniment  voisins,  à  ce  nu'nw 
plan. 

Si  le  corps  est  homogène,  le  poids  d  une  quelconque  de 
ses  parties  est  égal  à  son  volume  multiplié  par  le  poids  spé- 
cifique de  la  substance;  mais,  s'il  ne  1  est  pas,  le  poids  d'un 
élément  sera  égal  à  son  volume  multiplié  par  un  poids 
spécifique  moyen,  qui  ne  différera  que  d'une  quantité  infi- 
niment petite  du  poids  spécifique  de  la  substance  en  un 
quelconque  des  points  de  cet  élément.  Ainsi,  dans  ce  cas, 
on  multipliera  le  volume  infiniment  petit  de  l'élément  par 
le  poids  spécifique  relatif  à  1  un  quelconque  de  ses  points, 
ou  des  points  infiniment  voisins;  et,  en  substituant  ce  pro- 
duit au  poids  réel  de  l'élément,  il  n'en  résultera  aucune 
erreur  dans  la  limite  de  la  somme  des  poids^  et  de  leurs 
moments. 

Ces  propositions  peuvent  facilement  être  exprimées  par 
des  formules  infinitésimales. 

Désignons  par  p  la  fonction  de  x,  j^',  ;:  qui  représente  le 
poids  spécifique  en  un  point  quelconque  du  corps;  par  P 
son  poids  total  et  par  jti,  j',,  :;,  les  coordonnées  de  son 
centre  de  gravité;  on  aura,  pour  déterminer  ces  quatre 
quantités,  les  équations  suivantes  : 

P  = 


I   f   I  pdxdydz, 
VJC^  —  f  f  fpr  d.r  >Jv  riz. 
Py^  =  fjjpvdxdydz, 

P..,=r    f  ffpzdudjdz. 
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Les  trois  dernières  s'oblicnnenl  en  prenant  les  moments 
(Je  tous  les  éléments  du  corps  par  rapport  aux  trois  plans 
coordonnés  rectangulaires. 

Les  intégrations  doivent  être  faites  dans  toute  l'étendue 
du  corps.  Elles  se  simplifient  beaucoup  lorsque  le  corps 
est  homogène,  p  n'étant  plus  alors  qu'un  facteur  constant. 

Si  les  points  étaient  déterminés  par  des  coordonnées 
polaires  r,  6,  'i,  on  prendrait  toujours  les  moments  par 
rapport  aux  trois  plans  coordonnés,  et  l'on  déterminerait 
encore  les  coordonnées  rectangulaires  j",,  V(,  Z\  du  centre 
de  gravité  ;  on  pourrait  ensuite  en  déduire  ses  coordonnées 
polaires  /'i,  Oi,  '|(. 

Les  quatre  équations  précédentes  seraient  remplacées 
par  celles-ci 

^  =Ç  Ç  Cpr^  sin-  0  f/0  rf-}  dr, 

Par,  "-  f   f   f  P''^  sin-0  cosi  dd  dl  dr, 

Pj,  -  f  f  fpr^ sin-  0  sin  .J/  ^0  rf-}  dr, 

Pzy  -  f  f  fpr^  sin-  0  sin  i/  rfO  dl  dr. 

Les  intégrations  s'effectueront  dans  toute  Télcndue  du  corps 
suivant  les  règles  données  dans  le  calcul  intégral. 

On  obtiendrait  semblablement  les  formules  relatives  aux 
centres  de  gravité  des  surfaces  et  des  lignes.  Pour  ces  détails 
et  les  applications  parli<iilièrcs  nous  renverrons  aux  traités 
spéciaux. 

DIVERSES    PROPRIÉTÉS   DES   CENTRES   DB   GRAVITÉ. 

121.  Propriété  de  nitixiniuni  et  de  minimum.  —  Pour 
traiter  cette  cpieslion  avec  toute  la  généralité  qu'elle  com- 
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poiio,  il  faut  tléfînir  avec  pivcision  ce  que  l'on  cntciul  pai- 
le  cenlrc  de  gravité  d'un  système  dont  la  forme  est  variable. 

Les  règles  que  nous  avons  données  pour  la  composition 
des  forces  supposent  que  les  points  auxquels  elles  sont 
appliquées  sont  liés  invariablement  entre  eux;  elles  ne 
s'appliqueraient  pas  s'il  en  était  autrement,  et  des  forces 
parallèles  appliquées  à  un  système  non  rigide  ne  donne- 
raient ni  résultante,  ni  centre  des  forces;  la  pesanteur  ne 
donnerait  donc  pas  Heu  à  la  considération  d'un  centre  de 
gravité  pour  un  pareil  système,  et  une  seule  force  ne  pour- 
l'ait  pas  remplacer  les  forces  données. 

Néanmoins,  en  considérant  que  des  propositions  impor- 
tantes qui  s'expriment  très  simplement  au  moyen  du  centre 
de  gravité  d'un  système  rigide,  auraient  un  énoncé  plus 
compliqué  dans  le  cas  d'un  système  variable,  tandis  que, 
par  un  légère  extension  de  définition,  un  seul  énoncé  suf- 
firait pour  tous  les  cas,  on  a  fait  ce  que  nous  avons  fait 
ressortir  tant  de  fois,  et  l'on  a  donné  la  définition  suivante 
du  centre  de  gravité  :  «  Le  centre  de  gravité  d'un  système 
»  rigide  pesant  est  le  point  d'application  de  la  résultante 
»  des  forces  produites  par  la  pesanteur;  et,  lorsque  le  sys- 
»  tème  est  variable,  c'est  le  point  qui  serait  le  centre  de 
»  gravité  ainsi  conçu,  si,  à  l'instant  que  l'on  considère,  le 
»  svstème  devenait  rigide,  avec  les  positions  relatives 
»   qu'ont  alors  tous  ses  points.    » 

122.  Cela  posé,  considérons  un  système  quelconque  de 
corps  pesants  liés  entre  eux  d'une  manière  cjuclconqne; 
prenons  Taxe  des  z  vertical,  en  sens  contraire  de  la  pesan- 
teur :  désignons  par  p  le  poids  spécifique  en  un  point 
quelconcpie  et  par  ch  l'élément  de  volume.  Les  trois  com- 
posantes de  la  force  appli(juée  à  dç  auront  pour  valeurs 

\-=^o,     Y  r^  o,     Z-    —  pdv, 
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cl  le  principe  des  vitesses  virtuelles  donnera  /Z,lz=:  o, 
ou 

oz  étant  l'accroissement  que  le  déplacement  virtuel  du 
système  fait  prendre  au  z  d  un  point  de  l'élément  infiniment 
petit  dont  le  poids  cslpdv. 

Or  pdvoz  est  l'accroissement  que  subit  le  produit  zpdv 

par  ce  déplacement,  et  par  conséquent  ^/?f/rs;  est  l'ac- 
croissement que  prendra    7  zpdv.  L'équation   précédente 

de\dent  donc 

0  7  zp  dv  =  o. 

Mais,  si  l'on  désigne  par  P  le  poids  total  du  système  et 
par  3,  le  G  du  centre  de  gravité,  on  aura 


et,  par  suite, 
ou  simplement 


lVz,-.o, 

83,r-0. 


Les  variations  désignées  par  3  se  rapportent  à  tous  les 
déplacements  virtuels  des  points  du  système,  compatibles 
avec  leurs  liaisons  entendues  avec  la  généralité  que  com- 
porte le  principe  des  vitesses  virtuelles;  cl  ^^i  est  lordonnée 
du  centre  de  gravité  entendu  comme  nous  l'avons  indiqué 
précédemment. 

On  peut  donc  dire  qu'en  général  Ci  est  maximum  ou 
minimum;  ce  (pii  donne  celle  proposition  rrmartpiablo  : 

Lorsqu'un  système  de  points  pesanl&,  assujettis  à  des 
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liaisons  quelconques  est  en  équilibre,  son  centre  de  gra- 
rilé  est  généralement  le  plus  haut  ou  le  plus  bas  possible. 

123.  Autres  propriétés.  —  Soit  un  nombre  quelconque 
de  corps  ayant  respectivement  pour  poids  p,  p'^p",  ...  et 
dont  les  centres  de  gravite  respectifs  soient  distants  du 
centre  de  gravite  de  leur  système,  de  quantités  p,  p',  p",  ...  : 
prenons  ce  centre  pour  le  point  de  rencontre  de  trois  axes 
rectangulaires  avec  lesquels  les  lignes  p,  p',  p",  .  .  .  font  les 
angles  jt,  6,  y?  ^t',  6',  y?  ••  •  •  Le  théorème  des  moments  don- 
nera, relativement  aux  trois  plans  coordonnés, 


.P? 


^/jpcosêr- o,        7/?pC0SY=^0. 


Donc  il  j'  aurait  équilibre  ent/e  des  forces  appliquées  à 
un  point  situé  à  l'origine,  c'est-à-dire  au  centre  de  gra- 
vité du  système,  dirigées  suivant  les  droites  p,  p,...,et 
proportionnelles  aux  produits  /?p,  /?'p'.  La  réciproque  est 
évidente. 

Si  les  poids/?,  //,  .  .  .  sont  égaux,  les  forces  sont  propor- 
tionnelles aux  distances  du  centre  de  gravité  du  système, 
aux  centres  de  gravité  des  poids  égaux  qui  le  composent. 

124.   Si  maintenant   on   ajoute  les   carrés  des  premiers 

membres  des  équations  (i),  on  obtient,  en  désignant  par  pp' 
l'angle  des  deu\  rayons  p  et  p'. 


^P'-f~^- 


pp  po   COSpp'r."  o. 


Mais    p- -r- p'-  —  2  pp' cos pp' =  r-,    r  étant   la    distance  des 
centres  de  gravité  des  corps />,  />';  donc 

Tous  les  termes  qui   renferment   p-   ont    pour    ex|)rcssion 
DuH.  —  A/éth.  IV.  II 


i6a 


P?^{P+P' 


pour  p  -,  p 


on  aura 


"2 
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/>"  H-  .  .  .),  et  l'on  en  trouverait  de  semblables 
.  .  .  ;  de  sorte  qu'en  posant 


p2/>r-2; 


pp  '- 


Si  tous  les  poids  sont  égaux  et  en  nombre  /??,  on  a 

Cette  dernière  proposition  est  un  cas  particulier  de  la 
suivante,  où  l'on  suppose  que  l'origine  des  coordonnées  est 
un  point  quelconque  de  l'espace.  Le  théorème  des  moments 
donne  alors,  en  représentant  par  R  la  droite  menée  de  l'ori- 
gine au  centre  de  gravité  du  système;  par  a,  b,  c  les  angles 
qu'elle  fait  avec  les  axes;  par  p,  p',  .  .  .  les  distances  de 
l'origine  aux  centres  de  gravité  des  corps  />,/>',  ....  et  par 
a,  6,  Y,  a',  5',  v'.  ...  les  angles  que  ces  droites  forment  avec 
les  axes, 

PRcos«  -----  2.P?  cosx, 
PRcos^  -    X/^?  cosê, 


PR  cosc 


pzCOSf, 


d  où,  en  ajoutant  les  carrés  dos  membres  de  ces  équations, 
et  observant  que  les  seconds  membres  sont  les  mêmes  que 
dans  le  cas  précédent. 

P'R'-=v'^Pp'^^PP'r\ 

De  celte  équation  on  conclut  <pu\  si  la  disfancc  R  </,\ 
centre  de  giavité  d'un  sjstdme  à  un  point  fixe  <iuelcont]u\ 
restant  constante,  ce  système  invariable  de  forme  se  di 
place  d'une  manière  quelconque,  la  somme  des produtl 
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des  poids  par  les  carrés  des  distances  de  leurs  centres  de 
gravité  à  ce  point  fixe  sera  constante. 

En  effet,  R  étant  constant  ainsi  que  les  distances  dési- 
gnées par  /■,  il  en  résulte  que  7^/'?-  est  constant. 

On  voit  encore  que  >  />p-  est  le  plus  petit  possible  quand 

R  z=i  o,  et  par  conséquent  le  centre  de  gravité  dun  système 
jouit  de  cette  ]>ropriété,  que  la  somme  des  produits  des 
poids  par  les  carrés  des  distances  de  leurs  centres  de 
gravité  respectifs  à  ce  point  est  un  minimum. 


TIIKOREilE   DE   GVLDIX. 


l2o.  Le  volume  V,  engendré  par  la  surface  plane  com- 
prise entre  deux  courbes  dont  les  coordonnées  sontj)',  Y,  et 
deux  parallèles  à  l'axe  desjK,  correspondantes  aux  abscisses 
jTo,  X,  a  pour  expression 


zrzTî  r  (Y-^~y^)dx. 


Mais  l'ordonnée  j>',  du  centre  de  gravité  de  la  surface  en 
question,  dont  nous  désignerons  l'aire  par  A,  est  donnée 
par  l'équation 

ky,^'-r{Y'-~f-)dx; 

donc 

V-:  arcviA, 

et,  par  conséquent,  le  volume  engendré  par  une  aire 
plane .^  tournant  autour  d'un  axe  situé  dans  son  plan, 
est  égal  au  produit  de  cette  aire  par  la  circonférence 
décrite  par  son  centre  de  gravité. 

126.   La  surface  A,  engendrée  par  la  révolution  d'un  arc 
de  courbe  plane,  tournant  autour  d'un  axe  situé  dans  son 
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plan,  a  pour  expression 

A  =  27r  /    ych. 

Mais  l'ordonnée  j>'i  du  centre  de  gravité  de  l'arc  s,  est  donnée 
par  l'équation 

J  x^ 

donc 

A—  2rr,.î, 

et,  par  conséquent,  Vaire  engendrée  par  un  arc  de 
courbe  plane,  tournant  autour  dhin  axe  situé  dnns  son 
plan,  est  égale  à  cet  arc  multiplié  par  la  circonférence 
décrite  par  son  centre  de  gravité.  Ces  deux  propositions 
constituent  ce  que  l'on  appelle  le  théorème  de  Guldin. 

Les  aires  ou  les  volumes  décrits  dans  une  partie  quel- 
conque de  la  révolution,  étant  proportionnels  à  l'angle  dont 
la  figure  a  tourné,  il  s'ensuit  que,  pour  en  avoir  la  mesure, 
11  faudra  prendre  l'arc  décrit  par  le  centre  de  gravité,  au  lieu 
de  la  circonférence  entière. 

Extension  de  ce  théorème.  —  Si  une  surface  plane  tourne 
successivement  autour  de  plusieurs  axes,  le  volume  en- 
gendré s'obtiendra  en  multipliant  son  aire  parla  somme  des 
arcs  parcourus  par  son  centre  de  gravité.  Cette  propctsilion, 
étant  indépendante  de  la  distance  des  axes,  a  lieu  encore 
quand  ils  se  succèdent  à  des  distances  infiniment  petites, 
pourvu  (ju'ils  soient  toujours  dans  le  plan  de  la  surface 
mobile;  et,  dans  ce  cas,  deux  axes  consécutifs  peuvent  être 
parallèles  ou  se  rencontrer. 

Par  exemple,  si  l'un  suppose  un«*  courbe  plane,  et  que  la 
surface  génératrice  se  meuve  de  manière  (pie  son  plan  -^oil 
toujours  normal  à  celte  courbe  et  soit  toujours  pmc  par 
elle  au  même  point,  cl  quf  Ions  les  poinl»  n'alnil  que  des 
mouvenuril»  p,irallèl(»s  au  plan  de  la  courbe  (lirectricc,  on 
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peut  rci^arcler  un  pareil  mouvement  comme  produit  par  le 
développement  du  plan  de  Taire  génératrice,  qui  serait 
enroulé  sur  le  cvlindre  (pii  aurait  pour  base  la  développée 
de  la  directrice  :  il  est  la  limite  du  mouvement  qui  aurait 
lieu  autour  d'axes  perpendiculaires  au  plan  de  la  directrice, 
et  qui  leudraient  indéfiniment  vers  les  arêtes  du  cvlindre  en 
question. 

Si,  pour  plus  de  généralité,  on  considère  une  courbe  à 
double  courbure  décrite  par  un  point  constant  du  plan  de 
la  surface  génératrice,  auquel  elle  soit  encore  constamment 
normale,  et  que  Ton  prenne  pour  axes  successifs  les  per- 
pendiculaires aux  plans  osculateurs  menées  par  les  centres 
de  courbure  de  la  directrice,  on  pourra  encore  appliquer  la 
même  proposition  ;  car,  quoique  ces  axes  successifs  ne  se 
coupent  réellement  pas,  on  peut,  en  ne  considérant  que  les 
limites,  négliger  l'erreur  qui  en  résulterait,  parce  que  leur 
distance  est  une  quantité  infiniment  petite  d'un  ordre  supé- 
rieur au  premier. 

On  peut  se  représenter  ce  ziiouvement,  en  supposant  que 
le  plan  de  la  surface  génératrice  soit  enroulé  sur  la  surface 
polaire  de  la  directrice,  qui  est  le  lieu  des  axes  autour  des- 
(juels  s'exécutent  les  mouvements  successifs.  Si  l'on  déroule 
ensuite  ce  plan  sans  glissement,  il  sera  constamment  nor- 
mal à  la  directrice,  et  sera  toujours  rencontré  par  elle  au 
même  point.  Par  cette  suite  de  rotations  infiniment  petites, 
la  surface  donnée  engendrera  un  volume  égal  au  produit  de 
son  aire  j)ar  la  courbe  décrite  par  son  centre  de  gravité. 
Pour  fjue  ce  théorème  ne  subisse  aucune  modification,  il 
faut  supposer  que  la  surface  génératrice  ne  ^ienne  jamais 
couper  les  axes  de  rotation  successifs. 

ÉQUILIBRE    DL.N    FIL    PESANT. 

127.  Nous  avons  donné  précédemment  les  équations 
d'équilibre  d'un  fil  sollicité  en  tous  ses  points  par  des  forces 
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quolconques  ;  le  calcul  en  est  très  simple  dans  le  cas  où 
toutes  ces  forces  sont  produites  par  la  pesanteur. 

D'abord,  puisqu'elles  sont  toutes  parallèles,  tous  les  points 
du  fil  seront  dans  un  plan  parallèle  aux  forces,  et  par  con- 
séquent vertical.  Il  suffira  donc  de  prendre  deux  axes  de 
coordonnées  dans  ce  plan, 

1°  Supposons  en  premier  lieu  le  fil  homogène;  désignons 
par  s  le  poids  de  l'unité  de  longueur;  prenons  l'axe  des  x 
horizontal,  et  l'axe  des  j^  vertical  dans  le  sens  contraire  à 
la  pesanteur;  on  aura 

X=.o,     Y=-E, 

et  les  équations  générales  se  réduiront  à 

et  l'on  en  déduit  immédiatement 

T-^—  c,     T-7--   S5-1-C,     don     -7-= ' 

ds  ds  dx        c         c 

La  première  montre  que  la  composante  horizontale  de  la 
tension  est  constante. 

La  dernière  s'intégrera  facilement  en  commençant  par  la 
dilTéronlier  pour  éliminer  s.  Les  calculs  n'offriront  aucune 
difficulté,  et  nous  nous  dispenserons  de  les  effectuer.  Ils 
introduiront  quatre  constantes  indéterminées  dont  il  faudra 
trouver  les  valeurs  d'après  les  données  nécessaires  de  la 
question.  Ces  données  seront  les  positions  des  deux  points 
extrêmes,  la  longueur  du  fil  et  le  point  à  partir  duquel  on 
compte  les  arcs  s.  Nous  renvovons  pour  ces  détails  aux 
Traités  élémentaires. 

La  conihr  <|trafTccte  le  fil  en  équilibre,  cl  (nioii  nomme 
clio'inetlr,  jouit  de  propriétés  1res  curieuses,  pour  lesquelles 
nous  rcnvoNons  aux  mènios  Tr;iités. 

Supposons  maintenant  que  le  poids  ne  soit  pas  propor- 
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lionncl  à  la  longueur  du  fil,  mais  à  sa  projeclioa  horizou- 
lale,  ce  qui  est  à  peu  près  le  cas  des  ponls  suspendus. 

Appelant  z  le  poids  du  fil  pour  une  projection  égale  à 
l'unité,  les  équations  d'équilibre  seront 

La  composante  horizontale  de  la  tension  sera  encore  con- 
stante, et  la  courbe  du  fil  en  équilibre  sera  une  parabole. 

Dans  les  ponts  susj^endus  les  forces  ne  sont  pas  réparties 
sur  toute  l'étendue  de  la  chaîne,  mais  sont  appliquées  à 
un  nombre  fini  de  points  dont  les  projections  horizontales 
sont  équidistantes.  En  faisant  abstraction  du  poids  de  la 
chaîne,  qui  est  très  petit  par  rapport  à  celui  qu'elle  sou- 
tient, on  trouve  que  les  sommets  du  polygone  qu'elle  forme 
fjuand  l'équilibre  est  établi  sont  situés  sur  une  même  para- 
bole. 


CHAPITRE  IX. 

APPLICATION  DE  LA  COMPOSITION  DES  FORCES  CONCOURANTES 
A  L'ATTRACTION  DES  CORPS. 


128.  Des  phénomènes  qui  se  produisent  journellement 
à  la  surface  de  la  Terre  ont  montré  que,  dans  certaines  cir- 
constances, il  s'établit  entre  des  corps  une  force  qui  tend 
à  les  rapprocher  ou  à  les  éloigner  les  uns  des  autres.  Les 
changements  de  position  relative  des  corps  célestes  ont 
conduit,  comme  nous  le  verrons  plus  tard,  à  admettre  une 
tendance  mutuelle  de  toutes  les  parties  de  la  matière  les 
unes  vers  les  autres;  cette  force  attractive,  entre  deux  mo- 
lécules infiniment  petites,  est  dirigée  suivant  la  droite  qui 
les  joint  et  égale  pour  les  deux;  de  sorte  que,  si  cette  droite 
devenait  rigide,  il  y  aurait  équilibre  entre  les  deux  forces." 

Sans  entrer  dans  aucun  détail  à  cet  égard,  on  comprendra 
l'intérêt  qu'il  peut  y  avoir  à  calculer  les  résultantes  des 
attractions  ou  répulsions  exercées  par  des  corps  continus 
les  uns  sur  les  autres,  quand  on  connaît  la  loi  de  cette 
attraction  entre  deux  molécules  inlinimenl  petites  dans  tous 
les  sens,  d'après  leur  nature  et  leur  distance. 

Comme  nous  n'avons  pas  ici  jiour  objet  de  faire  con- 
naître toutes  les  propositions  relatives  à  l'attraction,  qui 
pourront  être  utiles  plus  tard  dans  l'élude  des  phénomènes 
célestes,  mais  seulement  de  donner  une  application  inté- 
ressante de  la  composition  des  forces  concourantes,  nous 
nous  bornerons  au  calcul  dr  la  résult;inte  des  attractions 
exercées   |>ar  lt»us   les  pniul^  d  nu  corps  conlinn  de  forme 
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quelconque,    sur    un   point    matériel    dont    la   position   est 
donnée. 

Nous  supposerons  qu'une  même  particule  du  corps  exerce 
une  attraction  variable,  non  seulement  avec  la  dislance  au 
point  attiré,  mais  encore  avec  la  position  de  cette  particule 
dans  le  corps.  Désignons  par  /•  cette  distance,  par  F  (r)  la 
fonction  de  cette  distance,  à  laquelle  l'action  est  proportion- 
nelle, et  par  p  une  fonction  des  coordonnées  d'un  point 
quelconque  de  la  particule,  à  laquelle  cette  action  est  encore 
proportionnelle,  et  qui  dépend  de  la  qualité  de  la  matière 
qui  compose  le  corps  en  chaque  point.  Cette  fonction  p  doit 
être  conçue,  comme  nous  l'avons  expliqué  pour  le  poids  spé- 
ciGque,  en  chaque  point  d'un  corps  non  homogène.  Elle 
peut  représenter  le  poids  spécifique,  ou  une  quantité  qui 
lui  soit  proportionnelle,  ou  toute  autre;  elle  se  rapporte  à 
l'unité  de  volume,  et  doit  être  par  conséquent  multipliée 
par  le  volume  de  la  particule,  pour  exprimer  l'action  de 
cette  dernière.  De  même  la  molécule  attirée  peut  être  une 
particule  d'un  autre  corps,  pour  lequel  la  fonction  analogue 
aurait  la  valeur  p',  au  point  où  se  trouve  cette  particule;  de 
sorte  que  l'action  mutuelle  de  deux  particules  sera  expri- 
mée par 

pp'F(/-)fAfA', 

(/v  et  dç'  étant  les  volumes  des  deux  particules. 

Nous  représenterons  par  -j.  le  produit  constant  p' dv  ,  par 
X,  j'j  z  les  coordonnées  d'un  point  de  l'élément  dv^  par  a, 
6,  Y  celles  d'un  point  de  l'élément  dv' ;  l'action  du  premier 
sur  le  second  sera  dirigée  suivant  la  droite  qui  les  joindra, 
et  aura  pour  expression 

azF{r)dx  df  dz. 
Les   composantes   de  cette  action  parallèlement  aux  trois 
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axes  reclangulaires,  seront 


\i.p ^ —  F{r)da;dydz, 

y—  ^3 
ap  ■ ; —  F  (  '■  )  <^^  dy  d^ , 


<J.p ;— ^    F  (  '■  )  f/'ï  f(>'  d^y 


el  il  est  essentiel  de  remarquer  que  ces  expressions  sont 
générales,  et  que  leurs  signes  indiquent  le  sens  de  ces  com- 
posantes. Elles  sont  positives  lorsque  les  composantes  sont 
dirigées  dans  le  sens  des  axes  positifs,  et  négatives  dans  le 
cas  contraire;  la  somme  algébrique  des  expressions  qui  se 
rapportent  à  un  même  axe,  étendue  au  corps  entier,  don- 
nera donc  par  sa  valeur  et  son  signe  la  grandeur  et  le  sens 
de  la  composante,  parallèlement  à  cet  axe,  de  l'action  du 
corps  entier  sur  le  point  donné.  Si  donc  nous  désignons 
par  X,  Y,  Z  les  trois  composantes  de  cette  action  totale, 
nous  aurons,  en  prenant  les  intégrales  dans  toute  l'étendue 
du  corps, 

Y=:a  r  f  fJ^-^\F{r)djrdydz, 

Z^rjx  f  r  CJi^Zj\r(r)dj-dzdz, 
cl  l'on  aura 

V/(a:  ^»r- -:-(/- 6)» -t-v--v)*        /•. 

Il  suffirait  de  les  changer  de  signe  pi>ur  passiM*  au  cas  de 
la  répulsion. 

Ces  intégrales,  qui  s'étendrut  ;ui  volume  cnlirr  du  corps, 
peuvent  se  réduire  à   une  seule.   En  ellel,  en  dillércntianl 
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partiellement  /'  par  rapport  à  a,  6,  y?  01^  obtient 

dr  _       (-r— g)       ^/-   _       (y- 6)       ^/•_       (--  —  y) 
^x  /•  d^j  r  dy  '^  /■ 

Soit  maintenant  ç  (/)  une  fonction  dont  la  dérivée,  par 
rapport  à  /•,  soit  F  (/•)  ;  posons 


/// 


09 ( r)dxdydz  r=  U, 


et  dilTérenllons   les  deux  membres  de   cette   équation  par 

rapport  à  a,  6,  y  J  il  suffira  de  différentier  sous  le  signe  /  , 

si  0  (/■)  ne  passe  pas  par  l'infini,  et  Ton  trouvera  ainsi  les 
formules  suivantes  : 

^L        ^-  dV       ^  rfU 

dx  rtb  '     «Y 

Tout  dépend  donc  de  la  seule  intégrale  U. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  si,  dans  le  cas,  par  exemple, 

d'un  solide  indéfini,  l'intégrale  U  prenait  une  valeur  infinie, 

,      j,  .    ,  •  ,,      j.  •      ^  d\}    dV>     d\} 

mais  que  les  dérivées  partielles  designées  par  —j--,  —Tp-i  —7- 

fussent  finies,  les  valeurs  précédentes  de  X,  Y,  Z  n'en 
seraient  pas  moins  exactes.  En  effet,  prenons  d'abord  une 
portion  finie  du  solide;  les  composantes  de  son  attraction 
auront  pour  valeurs  les  produits  de  —  ]).  par  les  dérivées  par- 
tielles de  la  fonction  finie  U.  Supposons  maintenant  que  l'on 
étende  indéfiniment  la  partie  considérée  du  solide,  les  com- 
posantes de  l'action  seront  toujours 

dV.  <l\  <IV 

drL  dh  rty 

que  U  croisse  ou  non  sans  limite.  Donc,  si  ces  trois  expres- 
sions ont  des  limites,  ce  sont  les  composantes  de  l'allrac- 
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lion  du  solide  indéfini.  El,  si  elles  croisseni  indéfinimenl,  on 
en  conclura  que  l'aUraclion  croît  sans  limite  à  mesure  que 
Ton  considère  une  plus  grande  partie  du  corps;  c'est  ce  que 
l'on  exprime  en  disant  que  l'atlraction  du  solide  est  infinie. 

Ainsi,  il  suffira  toujours  de  connaître  les  dérivés  qui 
entrent  dans  l'expression  des  composantes  X,  Y,  Z,  sans 
s'inquiéter  si  la  fonction  U  elle-même  est  finie  ou  infinie. 
On  raisonnerait  d'une  manière  analogue  si  U  était  infini, 
sans  que  le  solide  le  fût. 

129.  Dans  le  cas  où  l'atlraction  est  en  raison  inverse  du 
carré  de  la  distance, 

et  faisant,  dans  ce  cas, 


on  aura 


'  -^  dx  '  -^   di  '  •    f/v 

Si  le  point  attiré  fait  partie  du  corps,  la  fonction  ç(r)  passe 
par  l'infini;  mais  ces  formules  subsistent  toujours.  En  effet, 
elles  noflrent  aucune  difficulté,  si  on  les  applique  à  tout  le 
corps,  moins  une  sphère  infiniment  petite  qui  renferme  le 
point  attiré.  Or  V  a  une  limite,  quand  celte  sphère  tend 
vers  zéro;  car  l'élément  de  volume  exprimé  en  coordonnées 
polaires  a\ant  pour  origine  le  poini  attiré,  a  pour  expres- 
sion /-rf/sinO  t/ô  d'y,  or,  si  l'on  divise  par  r,  et  qu'on  intègre 
dans  l'étendue  de  la  sphère  tlo  ravon  infiniment  polit,  on 
aura  une  quantité  infiniment  petite  du  second  ordre.  11 
suit  de  là  que  la  fonction  V,  étendue  au  corps  entier,  est 
finie,  et,  par  suiic,  ses  dérivées  par  rapport  aux  indiMornii- 
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nées  2,  6,  Y  le  sont  aussi.  On  voit  de  même  que  X,  Y,  Z  ont 
aussi  des  limites;  d'ailleurs,  quand  les  deux  membres  d'une 
équation  ont  des  limites,  ces  limites  sont  égales  :  donc  les 
formules  qui  donnent  X,  ^,  Z  sont  encore  exactes  quand 
on  considère  le  corps  entier  dont  le  point  fait  partie. 

130.  L'attraction  sur  le  point  (a,  6,  y)?  estimée  suivant 
la  direction  du  rayon  vecteur  /•  mené  de  l'origine  à  ce  point, 
a  pour  expression 

r  r  r  '   \dx    r        db    r        d-;    r  J 

Mais  en  considérant  U  comme  fonction  de  a,  5,  y»  et  ces 
coordonnées  comme  fonction  de  /•  et  de  deux  angles  0,  '% 
on  a 


rfU 

dL  X 

dU  6 

dV    y 

dr  ~ 

"  dx    r 

^ê    r 

dy    r 

en  observant  que  les  dérivées  partielles  de  a,  5,  y  par  rapport 

a     6     y 
a  /■  sont  respectivement  -,  ->  -• 

Donc  la  composante  de  l'attraction  suivant  le  rayon  vec- 
teur  est  —  ;x  -77 >  les  deux  autres  composantes  étant  sup- 
posées dans  le  plan  perpendiculaire  à  ce  rayon.  Dans  le  cas 

f  .  .  dW 

de  F(r)  =  ^>  cette  expression  devient  ;a/-t7  • 

Application  à  la  sphère.  —  Pour  donner  une  applica- 

lion  de  ces  formules  dans  le  cas  de  F(/')  ^=  ^,  considérons 

une  sphère  creuse  pour  laquelle  p  soit  une  fonction  quel- 
conque de  la  distance  au  centre.  Prenons  pour  axe  des  x  la 
droite  qui  joint  le  centre  O  au  point  attiré  P,  et  qui  est 
évidemment  la  direction  de  la  résultante  des  attractions. 
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Désignons  par  a  et  K{fig.  i6)  les  rayons  des  deux  surfaces 
qui  terminent  le  solide,  par  u  le  rayon  intérieur  d'une 
couche  sphérique  ayant  pour  épaisseur  du,  et  par  0  l'angle 


d'un  rayon  quelconque  ON,  égal  à  u,  avec  l'axe  des  x.  OP. 
La  valeur  de  V  aura  pour  expression 


V-=2 


^// 


s;/2r///?inôr/0 


L'intégration  par  rapport  à  0  étant  effecluée  entre  o  et  -, 
donnera  la  partie  de  V  correspondante  à  la  couche  donl 
l'épaisseur  est  du  ;  en  intégrant  ensuite  le  résultat  par  rap- 
port à  u  entre  les  limites  a  et  A,  on  aura  la  valeur  totale 
de  V.  Or  on  a 

/•-  =^  M*  —  2  5t  «  CCS  0  -H  a-  ; 

d'où,  en  observant  que  u  est  constant, 

rdr  —  asinO  ^0, 
et,  par  suite, 

Quant  aux  liiiiitcs  de  /•  correspondantes  à  0   =  o  cl  0  ^=  r, 
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il  faut  distinguer  le  cas  où  le  point  attiré  est  extérieur  au 
solide  de  celui  où  il  est  intérieur. 

1°  Si  le  point  attiré  est  extérieur  au  solide,  on  aura  a>>  A. 
et,  par  conséquent,  a  >>  w  pour  toutes  les  couches  que  l'on 
a  à  considérer.  On  a  alors 


/di  =z2u     et     V  -  —  /    p  «■ 

Si  Ton  pose 

4':r  /     fil- du  r^  M, 


du. 


on  aura 

\  =  —     et     X  =  —  ^-  . 

a  X- 

L'altraclion  est  donc  la  même  que  si  toute  ta  matière 
du  corps  était  réunie  à  son  centre. 

2"  Si  le  point  attiré  est  dans  l'intérieur  de  la  plus  petite 
surface,  on  a  a  <  a,  et,  par  conséquent,  x  <i  n  dans  toute 
l'étendue  des  valeurs  de  u.  On  a  donc  alors 


/  dr  -   2  a     |et     V  ^  4~  /  p  « 


du. 


Cette  quantité  étant  indépendante  de  x,  on  aura 

dy 

— r-  =:  o,     et,  par  suite,     X  =  o. 
«a 

On  voit  donc  que,  dans  cette  même  loi  d'attraction,  le 
solide  n'exercera  aucune  attraction  sur  un  point  situé 
dans  l'intérieur  de  sa  plus  petite  surface. 

On  conclut  de  là  que  l'action  sur  un  point  qui  lerail 
partie  du  même  solide  se  réduirait  à  celle  qu'exercerait  la 
partie  comprise  entre  la  sphère  de  rayon  a  et  celle  qui 
passerait  par  le  point  attiré.  Il  faudrait  donc  supposer  la 
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matière  qui  compose  cette  partie,  réunie  au  centre,  et  agis- 
sant sur  le  point,  suivant  la  loi  donnée. 

S'il  s'agit,  par  exemple,  de  l'action  d'une  sphère  pleine, 
homogène,  sur  un  point  de  son  intérieur,  situé  à  une  dis- 

r. 
tance  a  du  centre,  on  devra  prendre  M  ^=  -^  rpa^  :   et  l'at- 
traction a  pour  valeur  ^  T.p/[j.x.  Elle  est  donc  directement 
proportionnelle  à  la  distance  au  centre. 

ACTION    d'une   couche   ELLIPTIQUE    SUR    UN    POINT    INTÉRIEUR. 

131.  La  proposition  que  nous  avons  démontrée  relati- 
vement à  l'action  d'une  couche  sphérique  sur  un  point  inté- 
rieur, peut  se  démontrer  géométriquement  dans  le  cas  plus 
général  du  solide  compris  entre  deux  ellipsoïdes  semblables, 
ayant  leurs  axes  coïncidents. 

En  effet,  supposons  d'abord  le  solide  homogène;  soit  M 
{Jig-   17)  le  point  attiré.  Considérons-le  comme  sommet 

Fig.  i?- 


d'uno  inliiiilé  d'angles  solides,  qui  composent  loiil  l'espace 
autour  do  lui,  et  cherchons  la  résulliiiitc  ai'  l'aclion  des 
deux  parties  comprises  dans  un  quelconque  de  ces  angles 
et  son  opposé  au  sommet.  Soit  DCAB  une  des  arêtes  de  ce! 
angle;  on  aura  AB=  CD,  par  la  simililude  des  deux  ("lllp- 
soïdcs.  Si  nous  dt'sign<^ns  par  w  la  mesure  île  rniii;le  solide. 
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nous  pourrons  décomposer  le  solide  AB  en  éléments  dont 
les  épaisseurs  PQ  formeront  la  droite  AB,  et  dont  l'expres- 
sion sera  (o/-c//-;  multipliant  par  ^~i  on  aura  l'attraction 

que  cet  élément  exerce  sur  le  point  M;  on  trouve  ainsi 
p/[j.ii)dr,  et  la  somme  p/\)M.  AB  exprimera  l'attraction  de  la 
matière  contenue  dans  AB.  On  trouvera  de  même  p/[j.a). 
CD  pour  l'attraction  de  la  matière  contenue  clans  la  partie 
CD;  et  comme  les  droites  AB  et  CD  sont  égales,  ces  attrac- 
tions seront  égales,  et,  par  conséquent,  se  détruiront.  Donc, 
comme  il  en  sera  ainsi  pour  tous  les  angles  solides  autour 
de  M,  le  solide  homogène  compris  entre  deux  ellipsoïdes 
semblables  quelconques  n'exerce  aucune  attraction  sur 
un  point  situé  dans  l' intérieur  de  sa  plus  petite  surface. 
Cette  proposition,  étant  indépendante  de  l'épaisseur,  a 
lieu  aussi  pour  une  couche  infiniment  mince.  Donc  elle  est 
encore  vraie  pour  un  solide  d' une  épaisseur  quelconque, 
composé  de  couches  homogènes  comprises  entre  des  ellip- 
soïdes semblables,  et  dont  la  nature  varie  d'une  manière 
quelconque  de  l'une  à  l'autre 

132.  Surfaces  de  niveau.  —  On  appelle  ainsi  celles  sur 
lesquelles  un  point  matériel  posé  resterait  en  équilibre  sous 
linfluence  des  forces  du  système. 

Considérons  donc  un  corps  quelconque  qui  attire  un 
point  suivant  une  loi  quelconque;  on  aura,  d'après  ce  qui 
précède, 

V  d\]       ,.  d\j       „  d\j 

dx  '    a&  '    d'f  ' 

pour  que  la  résultante  soit  perpendiculaire  à  la  surface  sur 
laquelle  le  point  peut  se  mouvoir,  il  faut  qu'on  ait,  pour  tous 
les  déplacements  sur  celte  surface, 

X  dx  4-  Y  (/ê  4-  Z  d-f    :  0, 
DuH.  —  Metli.  IV.  13 
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ou 

dU    ,        d\]   ,,.       d\]  ^ 

ce  qui  prouve  que  U  est  constant.  L'équation  des  surfaces 
de  niveau  relatives  à  l'attraction  ou  à  la  répulsion  du  corps, 
est  donc 

U  =r  C, 

c  désignant  une  constante  arbitraire. 

Quand  l'attraction  est  en  raison  inverse  du  carré  de  la 
distance,  cette  équation  devient  V  =:  c. 

133.   La  fonction  jouit  d'une  propriété  remarquable,  qui 
est  d'une  grande  utilité  pour  la  détermination  de  sa  valeur. 
D'après  la  valeur  de  r,  on  a 


d'-           d'- 

r        X  —  -y.            /•         V  —  0 

d'- 

1             z  —  V 

dj.  ~~      r^     '      rfê    '^      /•=>     ' 

d'(         '        /•» 

d'-        „.            ,.                  d'-- 
r        6{x  —  %)-         I              /• 

dx-  ~          /-               r^'      d^- 

3(r-Ç)-- 

r       3(.--Yr 

I 

d'où  l'on  conclut 

r  r  /•  _ 


Mais,  puisque  l'on  a  V  -  :   fil  '-—y  dv  étant  l'élémcnl 

de  volume,  et  que,  pour  différcntier  une  inlémMlc  par  rap- 
port à  des  (juaiililés  considérées  comme  constantes  dans 
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rintégralion,  et  qui  n'entrent  pas  dans  les  limites  de  cette 
intégrale,  il  suffit  de  difTércnticr  sous  le  signe    /  ,  on  aura 


^^V         /       /       /    '^'/ 


(f'^^     J    J    .7    àx 


d'y      I    I    I  '^'  / 


?d,, 


d'6-  "  J     J     J       df^   '  '^''' 

^  V    J   J   1^'^'' 

pourvu,   toutefois,   que  la  fonction  -  ne  devienne  infinie 

pour  aucune  valeur  comprise  dans  les  limites  de  l'intégra- 
lion  ;  car  on  sait  que,  dans  ce  cas,  la  différenliation  sous  le 

signe    /  peut  donner  des  résultats  inexacts. 

Donc,  si  le  point  (a,  6,  y)  ne  fait  pas  partie  du  corps 
attirant,  on  aura 

£\_  _  d-W_       d'-y  _ 
-'  dx^  ^     dC^  '^  df  ^°' 

Si  le  point  fait  partie  du  corps,  on  concevra  une  sphère 
infiniment  petite,  dans  l'intérieur  de  laquelle  il  sera  com- 
pris; la  fonction  V,  considérée  pour  tout  le  reste  du  corps, 
satisfera  à  l'équation  ci-dessus. 

La  valeur  de  p  au  point  attiré  sera  aussi  celle  de  la  petite 
sphère.  Les  composantes  de  l'attraction  de  la  sphère  sur 
ce  point,  qui  est  dans  son  intérieur,  seront  donc  respecti- 
vement 
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a,  6,  c  étant  les  coordonnées  du  centre  de  la  petite  sphère; 
on  aura  donc,  en  appelant  Via  partie  de  V  qui  se  rapporte 
à  cette  sphère, 

-^  =  -3-P(ï-c); 


d'où 


^V       d^\'      cT'Y' 

—  4itp; 


d&'-         df 


et  par  conséquent, 


^''^  'd^'^~d¥'    df        '*''"' 

la  valeur  de  p  se  rapportant  au  point  attiré. 

Nous  allons  montrer,  par  quel([ues  exemples  très  simples, 
comment  les  équations  (i)  et  (2)  peuvent  servir  à  déter- 
miner la  fonction  V  dont  se  déduisent  les  trois  composantes 
de  l'attraction. 

134.  Application  à  la  sphère.  —  La  sphère  étant  sup- 
posée formée  de  couches  homogènes,  \  sera  (onction  de  la 
distance  /■  du  centre  de  la  sphère  au  point  attiré;  la  résul- 
tante de  Tattraclion  sera  dirigée  suivant  la  droite  qui  joint 

.d\ 
ces  deux  points  et  représentée  par  ;x/  -p' 

L'éijuation  /-    =  a*  -+-  6-    -  y*  donnera 


dr    _  X        dr    _  6        dr 

dr   ^  r*      d(j    '  r  '      d-        r 


Y 


-  —  » 


a^  ^^v 

I  ^V 

y.'-  dV 

r-   dr'-    ' 

/•   dr 

-  ,-    dr' 

ê-  d-W 

i   d\ 

f^  d\ 

r'   dr- 

r   dr 

r^   dr  ' 

f  d'-\ 

I  d\ 

Y-  ^V 

r-   dr- 

r  dr 

r'   dr' 
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et  l'on  aura,  par  suite, 

d-\ 
dx' 

d^' 
d&'- 

d'-\ 
df 

et,  ajoutant  ces  trois  dernières  équations,  on  aura,  en  sup- 
posant d'abord  le  point  hors  de  la  sphère, 

d^\        £  (fV_ 
dr-        r   dr 

La  fonction  V  dépend  donc   alors   d'une  équation  qui  ne 
renferme  pas  de  différentielles  partielles.  En  la  multipliant 

par  r-,  son  premier  membre  devient  la  dérivée  de  r- — 7- • 
'  dr 

On  aura  donc,  en  désignant  par  c  une  constante  arbitraire, 

d\c_ 
dr        /"^ 

Supposons  d'abord  que  la  sphère  soit  creuse  et  que  le 
point  soit  dans  Tintérieur  de  la  plus  petite  surface,  dont 
nous  désignerons  le  rayon  par  R,.  L'attraction  devant  évi- 
demment être  nulle  pour  /*  =  o,  il  faut  qu'on  ait 

et,  par  suite, 

d\ 

■d7  =  ''- 

Donc  les  composantes  de  l'attraction  sont  toujours  nulles, 
et  le  point  est  en  équilibre,  quelque  position  qu'il  occupe 
dans  la  partie  vide  de  la  sphère. 

Supposons,  en  second  lieu,  que  le  point  fasse  partie  du 
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volume  de  la  sphère,  on  a 

c£\       2  d\ 
dr 


+  7  777^    -^^P' 


p  étant  une  fonction  donnée  de  r. 

Multipliant  par  /-  et  intégrant  à  partir  de  R,,  il  vient, 

en  observant  que  -pétant  nul  pour  tous  les  points  de  l'in- 
térieur, l'est  aussi  à  la  limite  R|, 


0  d\ 

'--d7- 


s: 


Désignant  /     ^r.r-^dr  par  M',  on  aura 


d\^  AT 

17'^    ^   r- 


La  valeur  absolue  de  l'attraction  sera  donc  '     1    ;  elle  est 

la  même  que  si  l'on  réunissait  au  centre  tous  les  éléments 
de  matière  compris  entre  les  sphères  de  rayons  R,  et  r. 

Si  le  point  attiré  est  sur  la  surface  extérieure  ayant  pour 
rayon  R,  on  aura,  en  désignant  par  M  la  somme  relative 
à  tous  les  éléments  de  la  sphère  creuse, 

d\_       M 

dr  ~"  '  R-' 

et  l'attraction  exercée  sur  le  point  nura  pour  expression 

g/ M 

ir- 

Enfin,  considérons  un  jioint  cxlérlcnr  à  la  surface,  c'est- 
à-dire  pour  lequel  on  ail  r'^-  R,  on  aura,  comme  dans  le 
j>vcmicr  ras, 

dr        /  -  ' 
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mais,  à  cause  de  la  discontinuilé  provenant  de  la  figure  du 
corps,  la  constante  c  n'est  pas  assujettie  à  avoir  la  même 
valeur  que  pour  les  points  intérieurs.  Pour  la  déterminer, 
on  fera  /•  =  R,  et  l'on  devra  trouver,  d'après  cas  le  précé- 
dent, 

—  =r   -  —  ;      donc     c       —M, 
et  Ton  aura,  pour  tous  les  points  extérieurs, 

dr  r- 

L'attraction  aura  donc  pour  expression 

Ma/ 
j—  y 

I- 

et  l'on  en  conclut  ce  théorème  : 

Une  sphère  creuse,  composée  de  couches  concentriques 
homogènes,  exerce  sur  les  points  extérieurs  la  même 
action  que  si  toute  sa  matière  était  réunie  à  son  centre. 

135.  Application  au  cylindre  indéfini.  —  Considérons 
maintenant  un  cylindre  creux  indéfini,  composé  de  couches 
homogènes  dont  la  densité  n'est  fonction  que  de  la  dislance 
à  l'axe  de  ce  cylindre,  que  nous  prendrons  pour  axe  des  z\ 
son  action  sur  un  point  quelconque  sera  dirigée  vers  le  point 
où  l'axe  est  coupé  par  un  plan  perpendiculaire,  mené  par 
le  point  attiré.  Nous  prendrons  ce  point  de  l'axe  pour  ori- 
gine, et  nous  désignerons  par  r  sa  distance  au  point  attiré  ; 
l'attraction  ne  dépendra  que  de  /',  et  son  expression  sera 

,dN 
^■^Vr" 

Or,  pour  les  points  qui  ne  font  pas  partie  du  cylindre,  on 
aura,  en  observant  que  V  est  indépendant  de  y? 
d-W       d'\  _ 

dx-  ""  dfy-  -""' 
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d'où 


ct-Y        i  ^  _. 

dr''-        r  dr 


Mulliplianl  par  /',  on  a 


d'où 


.(.g,  =  o; 


dY       c 


c  étant  une  constante  arl)itraire. 

Mais  remarquons,  comme  dans  le  cas  d'une  sphère 
creuse,  que  les  points  extérieurs  et  les  points  intérieurs 
à  la  couche  cylindrique  étant  séparés  par  ceux  de  celte 
couche,  pour  lesquels  les  circonstances  sont  difTérentes, 
il  n'y  a  pas  continuité  en  passant  des  valeurs  de  /•  plus 
grandes  que  le  ravon  de  la  surface  extérieure  du  cylindre, 
aux  valeurs  de  /'  plus  petites  que  le  ravon  de  la  surface 
intérieure. 

Pour  les  points  de  l'intérieur  de  cette  surface,  la  valeur 
de  c  est  invariable;  or  elle  est  évidemment  nulle  pour 
r  =  G  ;  donc  on  a,  pour  tous  les  points  de  l'intérieur, 

dy 

D  où  l'on  conclut  i\\i  un  cylindre  creux  indvjîni,  compose 
de  couches  concentriques  homogènes,  n^exerce  aucune 
action  sur  un  point  si  fur  dans  F  intérieur  dr  sa  sur/acr 
interne. 

On  démontrerait  dircMtcnuMit  ccWc  proposition  de  la 
mémo  ninnir-rc  (\ur  pour  ICIlipsoïde  creux. 

KIG.   Cherchons    uiainlonanl  la   valeur  do  -y^  pour    les 
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points  appartenant  au  cylindre  5  pour  ces  points,  on  a 
d'-V       i  dY 

-dF'^l-lF^—^''?'^ 

et    l'on   trouve   par  Tintégration,   en  désignant  par  R,   le 
rayon  de  la  surface  intérieure, 


dY 
dr 


r  -7—  =  —  ^TT  /     prdr 


T,         ,  ,  .         .  d\  , 

11  n  y  a  pas  de  constante  a  ajouter,  parce  que  -7-  est  nul 

pour  /-^R,,  puisqu'il  l'est  pour  tous  les  points  de  l'inté- 
rieur de  la  surface  dont  le  rayon  est  R, .  En  faisant  /-  rr:  R, 
on  obtient 

-.R 


rfv        4x  r»     , 


Pour  les  points  extérieurs  on  doit  avoir 

d\      G 
dr   "'  R  ' 

Faisant  r=R,  on  trouve,  en  vertu  de  l'équation   précé- 
dente, 

R 

dr. 


;  =  — /47r   /     p/- 


La  constante  étant  ainsi  déterminée,  on  aura,  pour  toutes 
les  valeurs  de  /•  plus  grandes  que  R, 

^_  G 
dr         r 

et  l'attraction  du  cylindre  aura  pour  expression 

r 

On  voit  qu'elle  varie  en  raison  inverse  de  la  dislance  du 
point  à  l'axe  du  cylindre. 
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ATTRACTION  DES  ELLIPSOÏDES. 


137.  Celle  queslion  esl  d'une  si  grande  importance  et  a 
été  l'objet  des  efforts  de  tant  de  géomètres  éminents,  que 
nous  croyons  devoir  l'exposer  avec  quelque  détail,  et  bien 
montrer  la  suite  des  progrès  qui  en  ont  amené  la  solution  au 
degré  de  simplicité  auquel  elle  est  parvenue. 

Nous  commencerons  par  calculer  l'attraction  d'une  ellip- 
soïde homogène  sur  un  point  matériel  situé  à  sa  surlace. 

Attraction  d'un  ellipsoïde  homogène  sur  un  point  de 
sa  sur/ace,  l'attraction  étant  en  raison  inverse  du  carré 
de  la  distance. 


Soit 


^  =  1  l'équation  de  l'ellipsoïde;  a,  6,  y 


les  coordonnées  du  point  attiré  M  {fig.  i8),  on  aura 
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Fig.  i8. 


Passons  à  un  système  de  coordonnées  polaires  au  movcn 
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des  formules 

a;  ^:  a -f- /'cos^,     y —.&-}-  r  cosr^,     z  =- -^ -i- r  cosl, 
l'équation  de  rellipsoïde  deviendra 

a         p        G  Y         r 

— ;  COS^  H-  -7-  COSYl  H-  -^COSg 


— ;  COS-;  --  -—  cos^r,  ~ ;  cos% 

a-  b-  c- 


Considéranl  un  angle  solide  t/w  avant  son  sommet  au 
point  M,  et  calculant  l'action  de  la  pyramide  comprise  dans 
cet  angle,  sur  la  matière  de  l'unité  de  volume  concentrée 
au  point  M,  on  aura 


.  fr-chùdr  . 

/ /  — 71 —   ^'"  y'«^ 


/•  ayant  la  valeur  ci-dessus  pour  les  valeurs  de  ç,  r, ,  Z  rela- 
tives à  M//?,  et  y  désignant  l'attraction  de  la  matière  de 
l'unité  de  volume  sur  une  égale  quantité,  concentrées  cha- 
cune en  un  seul  point,  et  placées  à  une  distance  égale  à 
l'unité. 

En  décomposant  cette  force  y/r/w  parallèlement  aux  axes, 
on  aura 

frck'i  coi\.     y/f/oj  cosYp     frdoi  cos^. 

Il  ne  reste  plus  qu'à  faire  la  somme  de  ces  expressions 
lorsque  le  rayon  Mm  prendra  toutes  les  directions,  du  côté 
du  plan  tangent,  011  se  trouve  l'ellipsoïde.  Or,  comme  on 
n'aura  que  des  produits  de  deux  cosinus,  les  directions 
contraires  donneraient  les  mêmes  valeurs,  et  on  pourra 
faire  les  sommes  pour  toutes  les  directions  autour  de  M, 
puis  en  prendre  la  moitié. 

Le  numérateur  de  chacune  des  composantes  à  intégrer 
renfermera  trois  termes,  dont  l'un  contiendra  le  carré  d'un 
cosinus,  et  les  deux  autres  des  produits  de  cosinus  diflé- 
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renls;  quant  au  dénominateur,  il  ne  contient  que  des  carrés 
de  cosinus.  Il  est  donc  facile  de  voir  que  les  éléments  des 
sommes  qui  ne  correspondent  pas  aux  termes  renfermant 
les  carrés  se  détruisent  deux  à  deux  ;  de  sorte  que  les  com- 
posantes X,  Y,  Z  de  l'action  totale  de  rellipsoïdc  sur  le 
])oint  M  ont  pour  expressions,  en  représentant  le  dénomi- 
nateur commun  par/j», 


/ê  '^  ces- Y,  f/to 


^=-9.1. 


Pour  effectuer  ces  calculs,  il  faudrait  d'abord  exprimer 
un  des  trois  cosinus  au  moven  des  deux  autres;  mais  alors 
la  symétrie  qui  avait  eu  lieu  jusque-là  disparaîtrait;  il  sera 
préférable  d'employer  les  deux  angles  que  l'on  choisit  ordi- 
nairement, et  il  suffira  de  remplacer  cos;,  cost),  cos^  par 
les  valeurs  suivantes  : 

cos^r:r7  cosO,     coS"^  -    sin 0  cos'i/,     cos Ç  :^  sin 8  sin •]/, 

0  désignant  l'angle  du  rayon  vecteur  avec  l'axe  des  .r,  et  -i 
l'angle  que  sa  projection  sur^'^  fait  avec  l'axe  dcs^'. 

Nous  calculerons  d'abord  la  valeur  de  X  ;  celles  de  Y  cl 
de  Z  s'en  déduiront  par  de  simples  changements  de  lettres. 

Dans  ce  nouveau  système  de  variables,  l'élément  (/lo  de 
la  surface  sphérique  de  rayon  t  aura  l'oxpn^ssion  suivante  : 


dui  =  si  n  0^/0  <:/•}, 


et  I  «>n  aura 


—,  cos*0  -\-  -7-  sin-0  cos-'i  -\ sin'O  sin*  ,!/ 

rr  h-  '         c* 
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Linlégrale  par  rapport  à  -}  devra  être  prise  entre  o  et  27:; 
et  ensuite  celle  de  0,  entre  o  cl  r.  Mais  il  est  évident,  d'après 
la  forme  de  l'expression,  qu'il  suffira  d'intégrer  par  rapport 

à  <b  entre  o  et  -j  puis  de  quadrupler  le  résultat;  et  qu'en- 
suite on  pourra  se  borner  à  considérer  les  valeurs  de  0  de 
o  à  -5  puis  à  doubler  le  résultat.  La  première  intégration 
n'offre  aucune  difficulté  :  on  posera 


d'où 


•  7  = 3  j      ces-  'h  rr ,      d'\>  --^ , 


I  4-  V- 


et  l'on  aura 


I     —La-b-c- 


X 


r 


dv 


a  -'-  b-cosH)  —  Z?*(a*sin«6  4-  c'cos^O)^- 

2  y/ ( a^  sin^ 0  --  b^  cos-  fi)  {a-  sin^ 0  —  c- cos^ 0 ) 

Multipliant,  comme  nous  l'avons  dit,  par  4j  puis  par  2, 
on  aura 


X  =  — 4T:/6ca  /  _ 

•^n    v/(a-sin 


ros^O  sinOf/0 


0    V^(a- sin-6    -  b-  cos-Ô) (a^ siii-ô  --  c^ cos*0) 


Si,  pour  calculer  Y,  on  prenait  un  système  de  coordonnées 
polaires  analogues,  où  0  désignerait  l'angle  du  rayon  vec- 
teur avec  l'axe  des  y,  et  -j^  l'angle  que  fait  avec  l'axe  des  :; 
sa  projection  sur  xz,  l'expression  de  Y  ne  différerait  de 
celle  de  X  que  par  le  changement  de  a  en  6  et  des  lettres  a, 
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6,  c  les  unes  dans  les  aulres  par  le  procédé  ordinaire  de 
rotation. 

On  trouvera  ainsi 


-^0    V 


cos'  Osin  Of/0 


(6-sin-O    r- c- cos-0)  (^6- .=  in*0     -a^cos^O) 
el  de  même 


Z=  —  [^Tzfab^;  j 


cos-0  sin  Oi'/O 


g    y/(c^  sin-0    -  a-  ces- 9)  (c-  sin*0  -t-  b-  cos-0) 

Pour  donner  une  forme  plus  simple  à  ces  trois  expres- 
sions, nous  poserons  cosO  =  n  '.  d'où  résultera 


X  —  4tt/— 


b-  —  (i-    ,\  /         c-  —  a*    , 
s —  «-       I  H T —  a' 


et,  quelles  que  soient  les  grandeurs  relatives  de  </,  6,  c,  les 
facteurs  sous  les  radicaux  seront  positifs,  el  les  intégrations 
n'offriront  aucune  circonstance  particulière,  dans  les  limites 
où  elles  doivent  cire  elfectuées;  mais  on  ne  pourra  obtenir 
leurs  valeurs  sous  une  forme  finie,  ù  moins  que  deux  des 
trois  axes  de  l'ellipsoïde  ne  soient  égaux,  auquel  cas  cela 
dcîvicnt  très  facile,  comme  nous  allons  le  voir. 
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c-    r  b-—a-  c-  —  a-  „ 

bi    Ion    pose  ; —  =  A-,  : — =A-,    on    peut,    au 

^  a-  a-  '  I        ' 

moyen  de  certaines  transformations,  donner  à  Y  et  Z  une 
forme  telle,  que  leur  détermination  se  ramènerait  à  celle 
de  X  par  de  simples  difTérentiations  par  rapport  aux  para- 
mètres X,  X'.  Mais,  comme  on  ne  peut  avoir  l'expression 
générale  de  X  sous  forme  finie,  cette  réduction,  pour  la- 
quelle nous  renvoyons  aux  Traités  spéciaux,  ne  pourrait 
être  appliquée  que  dans  les  cas  particuliers  que  nous  allons 
traiter  directement. 

138.    1° Ellipsoïde  aplati.  —  Soitale petit  axe  et  6  =  c, 
on  aura,  en  posant ^ —  =  X-,  ou  b-  =  a-(i  -^-  X^), 


Y ^T^fb-      f     u^  du 


a-       J     1 4-X^« 


Y  = 


„ f\7:fa         f*^  II- du 


b 


d'où 


-.       ^Tzfb-     (         arctaneX 
a-)/      \  X 


Y  =  ^êfarclangX K, 


^rjb'-j_ ,  X 


14- X^ 
2°  Ellipsoïde  allongé.  —  Soit  a  le  grand  axe  et  6  =  c 
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a-—  b- 
on  aura,  en  posant — __  =  ^2^  q^  a^=  b-{\ +\-^)^ 


effectuant, 


^_  47r/a 


^^.[/(x  +  v/TTx^- 


Y=i^ê[xv/7^x^-/(x  4-v/TT)T)], 


bA 

139.  Action  d'un  ellipsoïde  sur  un  point  intérieur.  — 
Si  l'on  fait  passer  par  le  point  intérieur  une  surface  ellip- 
soïdale semblable  à  celle  qui  termine  le  solide,  la  partie 
comprise  entre  ces  deux  surfaces  n'exercera  aucune  action 
sur  le  point,  et  il  n'y  aura  à  calculer  que  l'action  exercée 
par  le  solide  intérieur  à  la  nouvelle  surface  dont  l'équation  . 

or»       j«       s-  ,        ,  ,         a'        6«       y' 

sera— 7-^"^^  H — -  =  m-,  m-  avant  pour  valeur -r  —  tt-t  -4- 
a-       o-       c-  V         I  fi-       (,.       ç. 

Les  formules  précédentes  donneront  les  composantes  de 

l'action  cherchée,  en  y  remplaçant  a,  b,  c  par  ma,  mb,  nie. 

Mais  comme  elles  ne  dépendent  que  des  rapports  des  axes, 

cette  substitution  serait  inutile,  et  on  peut  y  laisser  a,  6,  c. 

Elles  s'appliqueront  ainsi  à  tous  les  points  intérieurs  x,  6,  y- 

Les  composantes  d'un  ellipsoïde  plein  sur  tous  les  points 

de  son  intérieur  sont  donc  proportionnelles  aux  coordonnées 

respectivement  parallèles  de  ces  points. 


CHAPITRE  XL 

DIGRESSION  SLR  UNE  TRANSFORMATION  DE  LIEUX 
GÉOMÉTRIQUES. 


140.  La  méthode  du  changement  de  variables  est  dune 
Jurande  utilité,  soit  dans  la  science  des  nombres,  soit  dans 
ses  applications  à  la  Géométrie.  Dans  ces  dernières,  on  a  le 
plus  souvent  pour  objet  de  déterminer  les  mêmes  lieux  par 
des  variables  différentes;  mais  quelquefois  aussi  on  cliange 
la  l'orme  des  lieux,  ou  la  position  des  points,  et  Newton  en 
a  donné  le  premier  un  remarquable  exemple. 

Le  changement  de  variables  dont  nous  allons  parler  est 
de  ce  genre.  Les  coordonnées  d'un  point  étant  données,  les 
nouvelles  variables  correspondantes  sont,  non  les  coordon- 
nées du  même  point  par  rapport  à  d'autres  axes,  mais  celles 
d'un  point  différent  par  rapport  à  d'autres  axes;  et  la 
liaison  de  ces  \ariablcs  consiste  en  ce  que  les  rapports  des 
coordonnées  parallèles  au  même  axe  sont  constants,  mais 
différents  pour  les  trois  axes.  On  donne  particulièrement  le 
nom  de  points  correspondants  aux  deux  points  quelcoïKjufs 
qui  sont  ainsi  déterminés  l'un  par  l'autre. 

Tout  point  peut  être  considéré  comme  appartenant  au 
premier  système,  et  l'on  obtiendra  le  correspondant  en  mul- 
tipliant les  coordonnées  du  premier  pai'les  rapports  donnés. 
Réciproquement,  on  obtiendrait  les  coordonnées  du  premier 
en  divisant  par  ces  mêmes  rapports  celles  du  correspondant 
dans  le  second  système.  Il  laudra  donc,  lorsqu'on  voudra 
trouver  le  correspondant  dun  point,  indiquer  avec  soin  de 
(juel  svstème  il  fait  partie  et  ne  pas  confondre  les  deux  rap- 
ports inverses. 

DcH.  —  Meth.  IV.  1.3 
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Nous  allons  traiter  (juclques  questions  simples,  relatives 
à  ce  mode  de  transformation,  et  qui  nous  seront  utiles  dans 
la  théorie  de  lattraclion. 

1  il.  Equation  de  la  su i face  corrcspondante^c/w/ics///- 
face  donnée. 

Soient  F(ar,  j)',  ^)  =  o  l'équation  d'une  surface;  /«,  n,  p 
les  nombres  constants  par  lesquels  il  faut  multiplier  l'.r,  1')- 
et  le  ::  d'un  quelconque  de  ses  points  pour  obtenir  les  coor- 
données X,  Y,  Z  du  point  correspondant,  on  aura 

\^inx,     Y  =  «  1",     'L.=-})z\ 

d'où  résultera  entre  X,  Y,  Z    l'équation 

\  m     II     i>  ) 

qui  sera  celle  de  la  surface  correspondante  de  la  première. 

Si  m  =  n  =y^,  les  deux  surfaces  seront  semblables. 

On  ^oit  que  le  degré  de  ces  deux  équations  est  le  même. 
D'oîi  il  suit  que  la  surface  correspondante  d'un  plan  est 
un  plan,  mais  non  parallèle  en  général.  SI  le  premier  csl 
parallèle  à  l'un  des  plans  coordonnés,  le  second  le  sera  aussi. 
S'il  est  parallèle  à  l'un  des  axes,  l'autre  le  sera  au  même  axe. 
Si  la  surface  proposée  est  un  ellipsoïde  rajiporlé  à  ses  axes, 
la  correspondante  sera  aussi  un  ellipsoïde  rapporté  à  ses  axes 
coïncidant  en  direction  avec  les  premiers.  Il  en  sera  de 
même  si  la  première  surface  csl  un  byperboloïde  à  une  ou 
à  deux  nappes.  Si,  jiar  exemple,  on  part  de  relli|isoïde 

a-        0^        c* 

la  >urla(C  corrcspondiintc  aur.i  |)(iiir  t(pi.ilu)n 

\  ^  /. 

/;*-(/'        n- o'       /fc^ 


I 
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ce  qui  peut  représenter  un  ellipsoïde  quelcoiupie,  en  don- 
nant à  m,  n,  p  des  valeurs  convenables,  c|.ui  seront  toujours 
les  rapports  des  axes  correspondants  des  deux  surfaces. 

Cette  même  équation  représentera  tous  les  ellipsoïdes 
liomofocaux  au  premier  si  l'on  prend 

III- a-  —  a-  r=z  II-  b-  —  b-  r=  p-c'-  —  c'-, 

ce  qui  détermine  deux  des  quantités  m,  n,p  en  fonction  de 
la  troisième,  qui  reste  arbitraire. 

Les  correspondantes  de  deux  surfaces  semblables  sont 
semblables.  —  Soient,  en  effet,  les  deux,  surfaces  semblables 

F(  r,)-,  z)  =o,     V{kx,  ky,  kz)=:o, 

les  équations  correspondantes  seront 

\/n    n    p j  \  m       n       p   ' 

Ces  surfaces  sont  donc  semblables. 

Lignes  correspondantes.  —  Les  lignes  étant  données 
par  les  équations  de  deux  surfaces  qui  les  contiennent,  on 
fera,  pour  chacune  de  ces  équations,  ce  que  nous  venons 
de  faire  j>our  une  seule. 

Il  est  important  de  remarquer  que  le  lieu  correspondant 
d'une  ligne  droite  est  une  ligne  droite,  non  parallèle  en 
général;  car  les  deux  surfaces  sont  des  plans,  et  leurs  cor- 
respondantes en  seront  par  conséquent  aussi. 

Si  la  droite  donnée  est  parallèle  à  l'un  des  plans  ou  des 
axes  coordonnés,  il  en  sera  de  même  de  la  correspondante. 

l-i2.  Rapport  des  longueurs  de  deux  droites  corres- 
fiondanles  parallèles  à  l'un  des  axes. 

Si  les  points  extrêmes  de  deux  droites  parallèles  à  un 
même  axe  sont  correspondants,  les  longueurs  de  ces  droites 
seront  dans  le  rapport  constant  des  coordonnées  corres- 
pondantes, parallèles  à  cet  axe.  Car  ces  longueurs  sont 
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des  (lifTcrcnces  de  quantités  qui  sont  dans  ce  rapport.  Mais 
si  la  première  droite  n'était  pas  parallèle  à  un  des  axes,  la 
seconde  ne  serait  pas  parallèle  à  la  première,  comme  nous 
l'avons  déjà  dit,  et  le  rapport  de  leurs  longueurs  ne  serait 
pas  constant  si  /??,  n.  p  n'étaient  pas  égaux. 

143.  Rapport  de  deux  surf  aces  planes  cm  respondantes. 
parallèles  à  l'un  des  plans  coordonnés.  —  Ces  deux  sur- 
laces, terminées  par  des  courbes  quelconques  correspon- 
dantes, et  parallèles  au  plan  \'L  par  exeni|)l(',  peuvent  être 
partagées  par  des  droites  correspondantes,  parallèles  à  Taxe 
des  z,  et  à  des  distances  infiniment  petites.  Les  longueurs 
des  cordes  correspondantes  seront  dans  le  rapport  p\  les 
distances  de  deux  cordes  consécutives  et  de  leurs  correspon- 
dantes seront  dans  le  rapport  /?  ;  le  rapport  des  éléments 
correspondants  sera  donc  np\  il  en  sera  donc  de  même  de 
leurs  sommes  et  de  leurs  limites.  Les  deux  aires  sont  donc 
dans  le  rapport  np. 

144.  Rapport  de  deux  volumes  terminés  par  des  sur 
faces  correspondantes.  —  On  décomposera  ces  volume» 
j)ar  des  plans  correspondants  infiniment  voisins,  perpen- 
diculaires à  un  des  axes,  celui  des  x  par  exemple.  Les  dis- 
tances correspondantes  de  deux  plans  consécutifs  seront 
dans  le  rap|)()rt  m.  Les  sections  des  volumes  par  les  plans 
correspondants  seront,  comme  nous  venons  de  le  démon- 
trer, dans  le  rapport  np.  Les  éléments  de  volume  compris 
entre  les  plans  consécutifs  sont  donc  dans  le  rapport  mn</: 
et,  par  conséfpient,  le  premier  volume  <'«•!  un  <eeoiid  dan» 
le  rapport  mnj>. 

1  i5.  Le  produit  des  x  de  dfu.f  potiils  naii  ro/  /  (  wpon- 
dants  considérés  respectii'cment  dans  les  deux  st  sternes 
est  égal  au  /traduit  des  x  des  points  ifui  Iriir  sont  respri 
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lii'ement  correspondants  ;  et  de  même  pour  les  y  et  les  z. 

Soient,  en  efTet,  a;,  >',  z  et  X',  Y',  Z'  les  coordonnées  des 
deux  premiers  poinls  m.  M';  X,  Y,  Z  celles  du  point  M  qui, 
dans  le  second  système,  est  le  correspondant  de  m;  el 
x' ,  y' y  z'  celles  de  m'  du  jiremier  système,  correspondant 
de  M'  du  second,  on  aura  évidemment  a:X'=  X,r',  puisque 
X'==  mx'  c\  X  =  mx. 

Va  ion  verrait  de  même  que  l'on  aura 

On  peut  encore  déduire  de  là  une  autre  proposition  utile. 
En  cfTet,  si  Ton  désigne  par  /•,  R  les  distances  de  deux 
points  correspondants,  à  l'origine;  par  /•',  R',  les  analogues 
pour  deux  autres,  on  aura 

/■R'cos/-R'=a:X'-^7Y' +  -Z', 
/•'R  cos  r'R  =  o^'X  H- r' Y -^  :;'Z  ; 
d  Où 

/•R'cos/R'=/'Rcos/'R. 

I  i().  J^a  différence  des  carrés  des  dislances  dit  centre 
à  deux  points  correspondants  de  deux  ellipsoïdes  homo- 
focaux  est  constante. 

Soient  les  équations  de  ces  deux  ellipsoïdes 

—  I, 


,r- 

.» 

z- 

— 

-4- 

1? 

-f- 

— 

a- 

c- 

\- 

\' 

z- 

A- 

4- 

J{- 

~^ 

c* 

ils  constituent  nécessairement  deux  surfaces  correspon- 
dantes, comme  nous  l'avons  démontré  pour  deux  ellipsoïdes 
quelconques,  les  rapports  des  coordonnées  des  points  cor- 
respondants étant  ceux  des  axes  parallèles.  Ces  ellipsoïdes 
étant  horaofocaux,  on  a 

\^  -  a-  —  B-  —  b"-  =  0  ~  C-. 

(^ela  posé,  la  dilTerence  des  carrés  des  dislances  de  deux 
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points  (.r,^',  z),  (X,  Y,  Z)  au  centre  sera 

X-  +  Y-  -H  Z^  -  ijc'-  -^72  _^  -2.)^ 
ou 

^  j:-  -t-  -r:  >'-  H j  j-  —  (  >r-  -h  >-  -i-  «-  ), 

a-  0"  c- 

et  en  réduisant 

A-  — «-    ,       h'  — h-    ,       O  —  c'    , 

ou,  d'après  les  conditions  données, 

(.r-         y-        z' 
a-       b^       c- 

c'est-à-dire  simplement  A-  —  (7-,  ce  qui  prouve  la  proposi- 
tion énoncée. 

447.  Si  Von  prend  deux  points  quelconques  m,  m' sur 
la  surface  d'un  ellipsoïde,  et  les  points  correspondants 
M,  M'  sur  un  ellipsoïde  liomofocal  quelconque,  les  dis- 
tances M' m  et  Mm' seront  égales. 

Car  si  Ton  désij^ne  par  /•,  R,  /•',  R'  les  distances  respec- 
tives de  ces  quatre  points  au  centre,  on  aura,  parla  dernière 

proposition, 

\\i  -  ,'-  -  R'î  —  r", 
ou 

et,  d'après  l'avant-dernière, 

rW'cosR/'=H'/cosR'/-. 
El  comme 


M  m'  =  R-  -h  /'-  —  2  H  /•'  cosR /•', 


M' m  =  R'*-f-  /-  —  •?.  R'/cosR'/-, 

il  en  résulte 

Moi   ~  Mm'. 


CHAPITRE  XII. 

\TTRACTION  D  UN  ELLIPSOÏDE  SUR  UN  rOLNT  EXTÉRIEUR. 


148.  Nous  avons  calculé  précédemment  Taction  d'nn 
ellipsoïde  plein,  homogène,  sur  un  point  quelconque  de  son 
intérieur  ou  de  sa  surface.  II.  reste  à  calculer  celle  ([uil 
exerce  sur  un  point  extérieur;  question  beaucoup  plus  dif- 
ficile, et  qui  a  assez  longtemps  arrêté  les  géomètres.  Leurs 
efforts  tendaient  à  ramener  ce  cas  au  premier.  Maclaurin 
la  tenté  le  premier  et  n'a  pas  complètement  réussi;  d'autres 
géomètres  y  sont  parvenus  après  lui,  mais  si  péniblement, 
qu'on  avait  continué  les  recherches  sur  ce  point  important. 
EnGn,  Ivory  est  parvenu  à  découvrir  un  théorème  remar- 
(juable  par  sa  simplicité,  et  qui  ramène  presque  sans  travai 
la  seconde  question  à  la  première.  Elle  est  fondée  sur  les 
propriétés  des  points  correspondants,  et  c'est  pour  cela  que 
nous  avons  exposé  cette  théorie  avec  quelque  détail. 

149.  Théorème  d'hory.  —  Ce  théorème  ramène  l'action 
d'un  ellipsoïde  homogène  sur  un  point  extérieur  quelconque 
à  celle  qu'exercerait  un  ellipsoïde  homofocal  passant  par  ce 
point,  sur  le  correspondant  de  ce  point  sur  la  surface  de 
l'ellipsoïde  donné  :  question  dont  on  connaissait  la  solution, 
que  nous  avons  précédemment  exposée. 

Soient  a,  6,  •;  les  coordonnées  d'un  point  extérieur  à  un 
ellipsoïde  dont  les  demi-axes  sont  A,  B,  C;  la  compo- 
sante X  de  son  attraction  sur  ce  point  sera 


-/^//y 


(  X  —  a  )  djc  dv  dz 
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les  intégrales  s'étendant  au  volume  entier.  Intégrant  par 
rapport  à  x,  et  désignant  par  /',,  r-,  les  distances  du  point 
attiré  aux  points  extrêmes  du  filet  de  l'ellipsoïde,  dans  lequel 
on  a  fait  l'intégralion,  on  trouvera 


=-^y/'"'K^-;^)' 


Concevons  maintenant  un  ellipsoïde  homofocal  avec  le 
premier,  passant  par  le  point  donné,  et  cherchons  son  attrac- 
tion sur  le  !point  correspondant  à  ce  dernier  sur  la  surface 
du  premier  ellipsoïde.  Pour  cela  nous  prendrons  le  rec- 
tangle dj'  dz\  dont  les  points  seront  les  correspondants  do 
ceux  de  dy  dz,  et  nous  intégrerons  dans  l'étendue  du  filel 
du  second  ellipsoïde,  qui  se  projette  suivant  dy'  dz'  sur  le 
plan  YZ.  Nous  trouverons,  pour  la  composante  de  l'attrac- 
tion de  ce  dernier  corps  sur  le  point  correspondant  au  point 
donné, 

Les  ravons  /•,  et  /o  sont  les  mêmes  que  pour  le  premier 
ellipsoïde,  puisque  leurs  extrémités  sont  respectivement 
correspondantes  de  celles  des  autres. 

Or,  dy'  dz'  '.  dydz  '.'.  B'C  :  BC;  el  cette  proportion  ayant 
lieu  pour  les  portions  des  intégrales  relatives  à  deux  filets 
correspondants  quelconques,  aura  lieu  pour  les  intégral»*» 
elles-mêmes;  d'où  résulte 

\  :\  ::  iu::B'C', 

et  de  même 

^  :^  ::  \C: A'C, 
Z:Z'  ::  \1?:\  B'. 

On  peu!  (lonr  l'iiniirii-  le  I  lu'ui  rmi»  suivant,  qui  csl  celui 
d'Ivorv  : 
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Les  altractions  que  deux  ellipsoïdes  homofocaux  exer- 
cent pnrnllidement  à  chaque  axe,  sur  deux  points  corres- 
pondants placés  sur  leurs  surfaces  respectives,  sont  entre 
elles  comme  les  produits  des  deux  axes  perpendiculaires 
à  chaque  composante. 

Remai que.  —  Poisson  a  montré  que  ce  théorème  était 
indépendant  de  la  loi  d'attraction.  Car  si  la  fonction  de  la 
distance  qui  exprime  l'attraction  est  désignée  par  F{/),  on 
aura 

\  __  /•,  Ç  Ç  r{^'-y.)d.rdydzF(r) 

d.K 
intégrant  par  rapport  à  .v  l'expression  (x  —  à)F(/)  — ^j  ou 

V( r)dr.  et  désignant  par  o{r),  on  aura 

X=/pJ  j"./,-r/-9(/V)-9(/-2)j. 
Pour  le  second  ellipsoïde,  on  trouvera  de  même 

\'=/?J'fdydz'[^{r,)--^{r,)]; 
d'où  l'on  conclurait  encore 

X:X'::BC:B'C', 

et  de  même  pour  les  autres  composantes. 

loO.  Application  du  théorc'nie  d' hory.  —  On  voit  que, 
d'après  ce  théorème,  on  connnaîtra  les  composantes  de  l'at- 
traction d'un  ellipsoïde  sur  un  point  extérieur  en  faisant 
passer  par  ce  point  un  ellipsoïde  homofocal,  et  cherchant 
les  composantes  de  son  attraction  sur  un  point  correspon- 
dant de  la  surface  du  premier,  qui  est  dans  son  intérieur; 
puis  multipliant  les  composantes  par  les  rapports  des  pro- 
duits des  axes  perpendiculaires. 

Soient  A,  B,  C  les  trois  demi-axes  de  l'ellipsoïde  pro- 
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posé,  A',  B',  C  ceux  de  rellipsoïde  homofocal  passant  par 
le  point  donné  (a,  6,  y);  A",  B",  C"  ceux  d'un  ellipsoïde 
semblable  au  second  et  passant  par  le  point  (x,  6',  •;')  cor- 
respondant à  (a,  6,  y)  î'Hï'  le  premier;  enfin  M,  M'.  M"  les 
volumes  de  ces  trois  corps. 

Les  composantes  de  l'attraction  du  troisième  ellipsoïde 
sur  le  point  (  a',  8',  y)  seront  les  mêmes  que  celles  du  second . 
On  aura  donc,  d'après  les  formules  connues  pour  les  points 
de  la  surface. 


X' 


Mais,  d'après  la  similitude  des  deux   derniers  ellipsoïdes, 
on  a 

iVI"  M'        ,      ,        ,  ,         a\       ,  , 

TiT^  =  -TTj '  ^  '  ^^  plus,  a  =  — ^;  donc,  en  ol)seivant   (jue 

Ton  a  B'^  —  A'^  =  B-  —  \\  C'^  —  A'^  =  C^'  —  A^,  on  aura 
3  M 'A  A      /^'  iV/r 


X'=  — 


..  j  , 

Posons  maintenant 


/         B^  —  A^    ,      /         C>  -  \*    . 


1/ 
Â' 


1  •    r  R<^' 

t'I  multipliant  par  rrûT,)  on  trouvera 


Y  »  \\  /X         /"»  ^  u'fftt 

Il  «Il  strail  (If  nu'nu-  des  (l(ii\  autres  composantes. 


CHAPITRE    XII.  2o3 

Passade  du  ihéoième  d'Uory  à  celui  de  .Uacl(tu/i/i. 

loi.  Soient  X,  Y  ,  Z  les  composanles  de  ratlraction  de 
l'ellipsoïde  dont  les  trois  demi-axes  sont  A,  B,  G,  sur  le 
point  extérieur  dont  les  coordonnées  sont  x,  6,  y',  X",  Y", 
Z"  les  composantes  de  l'attraction  de  l'ellipsoïde  homotocal 
passant  par  le  point  (x.  6,  y)  sur  le  point  correspondant, 

qui  a  pour  coordonnées  -fr,  -^5  7=7;  A',  B',  C'  étant  les 
'  A        D       G 

demi-axes  de  cet  ellipsoïde;  et  enfin  X',  Y',  Z'  les  compo- 
santes de  l'attraction  du  second  ellipsoïde  sur  le  point 
(a,  6,  y)  de  sa  surface. 

Le  théorème  dlvorv  donne 

^__BG^       ^_j^        Z  _  AB 
V^BX:'     V'~A'G''      Z    "VB' 

mais,  pour  tout  point  de  l'intérieur  d'un  ellipsoïde,  les 
composantes  de  l'attraction  sont  proportionnelles  à  la  coor- 
donnée parallèle;  donc 


X" 

X 

Y"        B 

Z'        G 

X'  ~ 

X' 

Y'  ~  B' 

Z'  ~G' 

d'où  l'on  conclut  immédiatement 

X  _  ABC    _;V  _  Z, 
V  ~~  A'B'C'  ~  Y'  ~  Z'  ■ 

Les  trois  composantes  X,  Y,  Z  étant  proportionnelles  à 
X',  Y',  Z',  les  résultantes  sont  dans  une  même  direction,  et 
leurs  intensités  sont  entre  elles  comme  les  composantes, 
cest-à-dire  :;  ABC;  A'B'C.  D'où  résulte  ce  théorème  : 

L\ittraction    d'un  ellipsoïde  homogène  sur  un  point 
extérieur  a  la  même  direction  que  celle  qu'exercerait  sur 
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lui  un  ellipsoïde  homofocal passant  par  ce  point,  et  leurs 
intensités  sont  comme  les  volumes  des  deux  corps. 

L'usage  de  ce  théorème  est  évident  puisqu'il  ramène  à 
l'attraclion  d'un  ellipsoïde  facile  à  déterminer  sur  un  point 
donné  de  sa  surface. 

Remarque.  —  Si  l'on  comparait  l'action  d'un  second 
ellipsoïde  homofocal  au  premier,  et  auquel  le  point  donné 
serait  extérieur,  à  l'action  de  celui  qu'on  a  fait  passer  par 
ce  point,  on  obtiendrait  la  même  conséquence  que  pour  le 
premier;  d'où  l'on  conclut  cette  proposition,  que  deux 
ellipsoïdes  homofocaux  exercent  sur  un  point  extérieur 
aux  deux  des  actions  de  même  direction  et  proportion- 
nelles aux  volumes  de  ces  deux  corps. 


CHAPITRE  XIII. 

AUTRES  SOLUTIONS  DU  PROBLÈME  DE  L'ATTRACTION 
DES  ELLIPSOÏDES. 


La  théorie  que  nous  venons  d'exposer  est  complète  et 
connue  depuis  longtemps.  L'attraction  d'un  ellipsoïde  ho- 
mogène sur  un  point  de  la  surface  v  est  ramenée  au  plus 
grand  degré  de  simplicité  dont  elle  soit  susceptible.  L'at- 
traction sur  un  point  extérieur  s'en  déduit  immédiatement, 
soit  par  le  beau  théorème  d'Ivorv,  soit  par  celui  de  Maclau- 
rin  ;  et  ce  dernier  pouvait  être  démontré  dans  toute  sa  géné- 
ralité, soit  d'après  celui  d'Ivory,  soit  directement  par  la 
remarquable  analyse  de  O.  Rodrigues.  Nous  pourrions  donc 
nous  borner  à  ce  qui  précède;  mais  nous  ne  croyons  pas 
pouvoir  nous  dispenser  de  dire  quelques  mots  des  impor- 
tants travaux  de  M.  Chasies  sur  le  même  sujet;  on  en  trou- 
vera l'exposé  complet  dans  les  Traités  de  Mécanique. 

lo2.  Lemme.  —  Si  l'on  considère  deux  ellipsoïdes  sem- 
blables E,  e,  et  d'une  autre  part  deux  ellipsoïdes  E',  e\ 
semblables  entre  eux,  mais  non  aux  premiers,  et  ayant 
entre  leurs  axes  les  mêmes  rapports  que  les  premiers,  si 
E  et  E'  sont  homofocaux ,  e  et  e'  le  seront  aussi. 

Nous  donnerons  le  nom  de  couches  homofocales  aux 
volumes  compris  respectivement  entre  les  ellipsoïdes  E,  c 
et  E',  e  .  En  effet,  en  passant  de  E  à  c,  les  dislances  focales 
ont  varié  dans  le  même  rapport  que  les  axes  de  ces  ellip- 
soïdes semblables,  et  il  en  sera  de  même  dans  le  second 
système.  Or  le  ra]>port  des  axes  est  le  même  dans  les  deux 
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systèmes;  il  en  sera  donc  de  même  des  rapports  des  excen- 
tricités, donc  ces  excentricités  étant  les  mêmes  pour  E  et  E', 
elles  le  seront  pour  c  cl  e' . 

Il  est  inutile  de  dire  qu'aucun  autre  ellipsoïde  que  e' . 
semblable  à  E'  ne  pouvant. être  homofocal  avec  <?',  ne  pourra 
l'être  avec  e.  On  voit  aussi  que,  réciproquement,  si  les  ellip- 
soïdes E,  E'  sont  homofocaux,  e  et  e'  le  sont  aussi:  que  le 
rapport  des  axes  de  E  et  e  sera  le  même  que  pour  E'  et  e' . 
et  que,  par  suite,  le  rapport  des  diflerences  des  axes  à  ces 
axes  mêmes  sera  le  même. 

153.  Béduction  de  /'attraction  d'une  couche  ellipsoï- 
dale sur  un  point  extérieur. 

Considérons  une  couche  terminée  par  deux  surfaces 
ellipsoïdes  semblables  E,  ^,  telles  que  les  différences  de 
leurs  axes  homologues  soient  infiniment  petites  ;  nous  allons 
ramener  son  action  sur  un  point  extérieur  ^I  à  celle  qu'exer- 
cerait sur  ce  point  une  autre  couche,  dont  la  surface  exté- 
rieure passerait  par  iNI  et  serait  avec  la  première  dans  les 
conditions  du  lenime  précédent. 

Désignons  par  E',  et  e'  les  deux  surfaces  semblal)les  et 
homofocales  respectivement  avec  E  et  e  qui  terminent  cette 
couche,  dont  la  première  E'  passe  par  M. 

Les  surfaces  E  et  E'  étant  considérées  comme  correspon- 
dantes, les  surfaces  e  et  e',  pour  lesquelles  le  rapport  des 
axes  est  le  même  que  pour  E  et  E',  seront  aussi  correspon- 
dantes dans  le  même  svstème.  D'où  il  suit  que,  si  l'on  dé- 
compose la  couche  Ee  en  éléments  infiniment  petits  dans 
tous  les  sens,  terminés  |>ar  des  surfaces  que]con(]ues,  les 
surfaces  correspondantes  partageront  la  couche  K'r'en  élé- 
ments dont  le  rapport  avec  les  premiers  sera  le  produit  des 
trois  rapports  des  coordonnées  de  même  nom;  et,  par  con- 
séquent, ces  éléments  seront  comme  les  produits  des  trois 
axes  des  ellipsoïdes  correspondants   :  et  leurs  sommes,  el 
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par  suite  les  volumes  des  couches,  seraient  dans  ce  même 
rapport. 

Maintenant,  si  nous  divisons  le  volume  de  chaque  élément 
de  la  couche  Ee  par  la  distance  au  point  M  qui  est  situé 
sur  E',  et  le  volume  de  chaque  élément  de  EV  par  sa  dis- 
tance au  point  ni  homologue  de  M,  qui  est  situé  sur  la  sur- 
face E,  ces  deux  distances  étant  égales,  d'après  les  propriétés 
démontrées  précédemment,  les  quotients  correspondants 
seront  entre  eux  comme  les  éléments  eux-mêmes,  ou  comme 
les  produits  des  trois  axes  des  ellipsoïdes  correspondants; 
d'où  il  suit  que  la  fonction  désignée  par  \^  (n°  133),  relative 
au  volume  Ee  et  au  point  M,  est  à  la  fonction  ^  ',  relative 
au  volume  E't?'  et  au  point  wi,  dans  le  rapport  des  produits 
des  trois  axes  de  E  et  des  trois  axes  de  E'. 

Si  maintenant  on  déplace  le  point  M  sur  l'ellipsoïde  E', 
m  se  déplacera  sur  E,  et  V  sera  invariable,  puisque  le  point 
m  reste  dans  l'intérieur  de  e";  et  par  suite,  V  le  sera  lui- 
même,  puisque  son  rapport  à  V  est  toujours  le  même.  D'où 
il  suit  que  E'estune  surface  de  niveau  relativement  à  l'attrac- 
tion de  la  couche  Ee;  c'est-à-dire  que  la  résultante  de  l'at- 
traction de  la  couche  Ee  sur  un  point  quelconque  M  de  E' 
est  normale  à  cette  surlace. 

Cette  proposition  avant  lieu  pour  toute  autre  couche  dans 
les  mêmes  conditions  que  Ee,  correspondant  à  une  même 
couche  E'e',  aura  lieu  pour  cette  dernière.  Donc  l'action 
sur  M  sera  aussi  normale  à  l'ellijjsoïde  E'. 

Maintenant,  pour  avoir  les  composantes  respectives  de 
l'action  des  couches  Ee,  E'e'  sur  M,  il  faudrait  dilTérentier 
successivement  les  fonctions  V,  ^  '  par  rapport  à  x,  6,  y, 
coordonnées  de  M,  jet  l'on  obtiendrait  ainsi  des  dérivées 
dont  les  rapports  respectifs  seraient  celui  des  fonctions 
mêmes  \  et  V,  ou  des  produits  des  axes  des  ellipsoïdes  E,  E'; 
d'où  se  déduit  cette  proposition  due  à  M.  Chasles  : 

Pour  connaître  V action  cl' une  couche  injinimcnt  mince 
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comprise  entre  deux  ellipsoïdes  semblables  sur  un  point 
extérieur,  il  suffit  de  calculer  celle  qu'exerce  sur  le  même 
point  une  couche  homofocale  de  même  matière^  dont  la 
surface  extérieure  passe  par  ce  point.  Les  résultantes  de 
ces  actions  auront  la  même  direction,  normale  à  V ellip- 
soïde qui  passe  par  ce  point,  et  seront  entre  elles  comme 
les  volumes  des  couches,  ou  comme  les  produits  des  axes 
des  ellipsoïdes  correspondants. 

Si  l'on  considérait  une  autre  couche  E"e"  homofocale  avec 
Ee,  on  aurait  une  conséquence  semblable,  et.  en  élimi- 
nant ce  qui  appartient  à  Y! e' ,  on  verrait  que  les  actions  des 
couches  Ee,  Y!' e"  sur  M  sont  de  même  direction  et  propor- 
tionnelles aux  produits  des  axes  de  leurs  surfaces  extérieures 
ou  de  leurs  surfaces  intérieures. 

lo4.  Noiaelle  démonstration  du  théorème  de  Mac- 
If /u/ in . 

Le  théorème  précédent  étant  démontré.  M.  Chasles  a  lait 
voir  comment  on  en  pouvait  déduire  bien  simplement  celui 
de  Maclaurin. 

Il  s'agit  de  comparer  les  actions  de  deux  ellipsoïdes  ho- 
mofocaux  homogènes,  dont  les  demi-a\es  sont  a.  b,  r  et 
A,  B.  G  sur  un  même  point  M  extérieur  aux  deux. 

Pour  cela  on  décomposera  l'un  d'eux  par  des  surfaces 
ellipsoïdes  semblables,  inliniment  \oisines,  et  le  second 
par  des  surfaces  ellipsoïdes  semblables  entre  elles  et  honiu- 
locales  avec  celles  du  premier;  les  axes  de  lU'ux  surfaces 
rorrespondanles  seront  les  mêmes  que  pour  les  suivantes, 
et  par  suite  (jue  pour  celles  des  ellipsoïdes  donnés.  Deux 
couches  homofocales  correspondantes  donneront  sur  M  des 
actions  de  même  direction,  cl  proportionnelles  aux  produits 
des  axes  de  leurs  surfaces  correspondanles,  et  pur  coum'- 
(juent  aux  produits  abc,  AHC^. 

Cette   direction    changera   avec   les  couches,    nuiis   sera 
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toujours  la  même  pour  deux  couclies  correspondantes,  et 
le  rapport  des  forces  qu'elles  produisent  sera  toujours  celui 
de  abc  à  ABC.  D'où  il  suit  qu'en  composant  séparément 
toutes  ces  forces  passant  par  M,  pour  chacun  des  deux 
ellipsoïdes  proposés,  on  aura  des  résultantes  de  même  direc- 
tion et  dont  les  intensités  seront  dans  le  rapport  des  pro- 
duits «6c,  ABC,  ou  des  volumes  des  ellipsoïdes. 

De  là  résulte  celte  conséquence  qui  n'est  autre  chose  que 
le  théorème  de  Maclaurin  : 

Deux  ellipsoïdes  homogènes  homofocaux  exercent  sur 
un  même  point  extérieur  des  actions  de  même  direction 
et  proportionnelles  à  leurs  volumes. 

Et,  comme  on  aies  expressions  des  composantes  de  l'at- 
traclion  d'un  ellipsoïde  sur  un  point  de  sa  surface,  il  suffira, 
pour  obtenir  l'action  d\in  ellipsoïde  homogène  sur  un 
point  extérieur,  de  faire  passer  par  ce  point  un  ellipsoïde 
homofocal  et  de  multiplier  les  composantes  de  son  attrac- 
tion sur  ce  point  par  le  rapport  des  volumes  du  premier 
ellipsoïde  et  du  second. 

M.  Chasles  ne  s'est  pas  borné  à  donner  cette  nouvelle 
démonstration  du  théorème  de  Maclaurin,  il  est  parvenu, 
au  moven  de  considérations  géométriques,  à  l'expression  des 
composantes  de  l'attraction  dune  couche  ellipsoïdale  sur 
un  point  extérieur,  et,  en  faisant  l'intégration  relativement 
à  toutes  les  couches  d'un  ellipsoïde,  il  a  obtenu  directement 
k's  formules  des  composantes  de  l'attraction  de  l'ellipsoïde 
entier,  auxquelles  on  était  déjà  parvenu  par  les  procédés 
que  nous  avons  fait  connaîtie. 

Nous  n'en  dirons  pas  davantage  sur  ce  sujet,  qui  est  traité 
avec  détail  dans  les  Ouvrages  spéciaux.  Nous  nous  sommes 
même  peut-être  un  peu  trop  étendu  sur  cette  théorie  ;  mais 
son  utilité  dans  les  questions  importantes  de  la  Mécanique 
céleste,  expliquera  suffisamment,  je  l'espère,  la  longueur  de 
ces  développements. 

Dm.   —  Me  th.  IV.  i4 


CHAPITRE  XIV. 

DE  LA  FORCE  DE  FROTTEMENT. 


loo.  ïoules  les  lois  que  nous  avons  eu  à  considérer  des  sur- 
faces ou  des  lignes  résistantes,  nous  avons  supposé  qu'elles 
ne  pouvaient  détruire  que  des  forces  qui  leur  étaient  nor- 
males. Mais  il  n'en  est  plus  de  même  dans  la  réalité,  et  les 
surfaces  matérielles  peuvent,  dans  certaines  limites,  détruire 
des  forces  obliques  et  même  des  forces  tangentielles.  Plus 
ces  surfaces  sont  polies,  moins  elles  offrent  de  résistance 
tangentielle;  et  nous  nous  sommes  placé  jusqu'ici  à  la  limite 
idéale  de  surfaces  infiniment  polies,  et  incapables  de  détruire 
la  moindre  force  tangentielle  et,  par  suite,  toute  force  faisant 
avec  la  normale  un  angle,  si  petit  qu'il  soit.  Il  faut  donc, 
dans  les  applications  matérielles  de  la  Science,  tenir  compte 
de  ces  forces  qui  peuvent  se  développer  au  contact  des  corps, 
et  qu'on  nomme  yb/'cc5  de  frottement. 

Les  lois  qu'elles  suivent  dans  leur  production  et  Icni 
action  ne  peuvent  être  déduites  que  de  l'expérience,  et  nous 
allons  faire  connaître  les  résultats  généraux  auxipiels  elle  a 
conduit, 

156.  Dans  la  recherche  des  conditions  dVcpiilibre,  nous 
avons  tc^ujours  supposé  que  les  courbes  ou  surfaces  fixes  ne 
pouvaient  donner  nuissance  qu'à  des  lorces  normales.  Mais 
il  n'en  est  pas  ainsi  dans  la  réalité,  et  l'expérience  prouve 
que  la  résistance  d'une  surface  ou  d'une  courbe  peut  dé- 
truire non  seulement  des  forces  normales  quelconques,  mais 
encore  des  forces  tangentielles  comprises  entre  certaines 
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limites.  Ces  dernières  sont  d'autant  moindres  que  les  sur- 
faces en  contact  sont  plus  polies,  et  Ton  peut  supposer 
quelles  n'existeraient  pas,  si  ces  surfaces  étaient  entièi^e- 
ment  dépourvues  d'aspérités,  comme  nous  les  avons  sup- 
posées dans  tout  ce  qui  précède. 

Les  circonstances  dans  lesquelles  nous  nous  placions  se 
rapportent  donc  en  quelque  sorte  à  un  cas  limite  qui  ne  se 
rencontre  jamais  rigoureusement  dans  la  nature  ;  et  il  est 
nécessaire,  pour  les  applications  pratiques,  d'étudier  les 
modifications  qu'apporte  aux  conditions  d'équilibre  l'intro- 
duction de  ces  nouvelles  forces,  que  nous  désignons  sous  le 
nom  de  forces  de  frottement. 

Les  lois  que  suivent  ces  forces  ne. peuvent  être  déduites 
que  de  l'expérience,  et  nous  allons  faire  connaître  les  résul- 
tats généraux  auxquels  elle  a  conduit. 

Lorsqu'un  corps,  en  contact  avec  un  plan  par  tous  les 
points  d'une  face  plane,  est  pressé  contre  ce  plan  par  une 
certaine  force,  on  ne  peut  le  mettre  en  mouvement  par  le 
moven  d'une  force  située  dans  le  plan,  que  lorsqu'elle  dé- 
passe une  certaine  limite.  Cette  limite,  qui  n'atteint  sa  plus 
grande  valeur  que  quand  le  contact  a  duré  un  certain  temps, 
est  la  mesure  de  la  force  de  frottement  que  peut  produire 
la  pression  du  corps  contre  le  plan.  Mais  cette  force  ne  se 
développe  que  lorsque  l'on  sollicite  le  corps  par  une  force 
qui  a  une  composante  située  dans  le  plan  de  contact,  et  elle 
est  égale  et  opposée  à  cette  dernière,  tant  que  le  corps  ne 
se  met  pas  en  mouvement.  Elle  peut  donc  varier  arbitraire- 
ment quanta  sa  direction  et  à  son  intensité;  elle  n'est  assu- 
jettie qu'à  être  située  dans  le  plan  de  contact,  et  à  ne  pas 
dépasser  la  limite  dont  il  a  été  question  tout  à  l'heure  et 
qui  doit  être  le  seul  objet  de  nos  recherches.  Ajoutons 
qu'elle  se  rapporte  au  cas  où  l'on  fait  prendre  à  tous  les 
points  du  corps  un  mouvement  parallèle  et  égal. 

Le   frottement  d'un  corps  j)eut  détruire  non  seulement 
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une  force  unique,  mais  un  nombre  quelconque  de  forces 
réductibles  ou  non  à  une  seule;  les  forces  qu'il  représente 
sont  donc  dépendantes  de  celles  que  l'on  fait  agir  dans  le 
plan  de  contact. 

Cela  posé,  nous  ne  nous  occuperons  que  de  la  déter- 
mination de  la  force  maximum  que  le  frottement  peut  dé- 
truire, et  que  nous  prendrons  pour  mesure  du  frottement 
lui-même. 

Or,  l'expérience  a  démontré  que  : 

1°  La  force  de  frottement  varie  proportionnellement  à 
la  pression,  toutes  les  autres  circonstances  restant  les 
mêmes  ; 

2°  Elle  ne  dépend  pas  de  l'étendue  de  la  surface  en  con- 
tact, pourvu  qu'elle  ne  renferme  pas  de  pointes  ou  d'arêtes, 
mais  seulement  de  la  nature  et  du  poli  des  deux  surfaces^ 

3°  Lorsque  l'un  de  ces  corps  glisse  sur  l'autre,  la  force 
de  frottement  est  indépendante  de  la  loi  du  mouvement; 
elle  est  déterminée  en  grandeur  par  la  pression  cl  la  nature 
des  surfaces,  et  sa  direction  est,  pour  chacun  des  deux  corps, 
en  sens  contraire  de  sa  vitesse  relative. 

On  conçoit  facilement  comment  les  deux  premières  lois 
ont  pu  être  reconnues.  En  posant  un  corps  sur  un  plan 
horizontal  et  le  tirant  par  un  cordon  horizontal  passant  sur 
une  poulie  de  renvoi,  et  à  rexlrémilé  du(jucl  on  a|>pliquail 
des  poids  connus,  on  a  pu  déterminer  avec  précision  le 
poids  le  jilus  faible  qui  met  le  corps  en  mouvemonl,  et  qui 
mesurera  la  force  de  frottement.  En  chargeant  le  corps  de 
divers  poids,  on  a  déterminé  les  nouvelles  valeurs  de  ceux 
qui  déterminent  le  mouvement,  cl  l'on  a  reconnu  <jue  leurs 
rapports  à  ceux  qui  mesurent  la  pression  étai(Mit  toujours 
les  mêmes. 

En  diminuant  la  surface  en  contact,  ou  on  po«;ant  le  corps 
sur  les  difrérentos  faces  égiilcmenl  polies,  on  a  oncoiv  re- 
connu que  le  rapport  du  frottement  à  la  pression  était    le 
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même.  Ces  expériences,  répétées  un  grand  nombre  de  fois 
et  sur  des  corps  très  variés,  ont  toujours  conduit  aux  mêmes 
conséquences. 

Ce  rapport  du  frottement  à  la  pression,  qui  ne  varie 
qu'avec  Ja  nature  des  substances,  est  désigné  sous  le  nom 
de  coefficient  du  frottement. 

Quant  à  la  troisième  loi,  elle  a  été  démontrée  par  des 
expériences  dont  l'interprétation  exige  quelques  notions  de 
Dynamique.  Ces  détails  trouveront  mieux  leur  place  dans 
un  Cours  de  machines,  et  nous  nous  bornerons  à  l'énoncé 
de  cette  loi. 

loT.  Angle  du  frottement.  —  Si  un  corps  soumis  à  la 
seule  action  de  la  pesanteur  repose  sur  un  plan  horizontal 
par  une  face  plane,  et  qu'on  fasse  tourner  ce  plan  autour 
d'une  droite  horizontale,  le  corps  commencera  à  glisser 
quand  l'inclinaison  du  plan  aura  atteint  une  certaine  valeur, 
qu'il  est  facile  de  déterminer. 

Soient,  en  effet,  P  le  poids  du  corps  et  a  l'inclinaison  du 
plan  mobile  sur  le  plan  horizontal;  la  pression  du  corps  sur 
le  plan,  ou  la  composante  de  son  poids  perpendiculairement 
à  ce  plan,  sera  Pcosz;  et  la  composante  parallèle  aura  pour 
valeur  P  sina. 

Lorsque  l'inclinaison  variable  a  aura  atteint  la  valeur 
particulière  ;j,  pour  laquelle  le  corps  commence  à  glisser,  la 
force  de  frottement  sera  précisément  égale  à  la  composante 
parallèle-au  plan  incliné;  et,  si  l'on  désigne  par/ le  rapport 
du  frottement  à  la  pression,  on  aura 

nsiii'i. 

/  = =  tanffuL. 

p  cos  ;x 

Ainsi  tous  les  corps  de  même  nature  et  également  polis,  et 
généralement  tous  ceux  qui  auront  le  même  coefficient  de 
frottement  relativement  au  plan   mobile,  commenceront  à 
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glisser  sous  un  même  angle  dont  la  tangente  Irigonomé- 
Irique  est  égale  au  coefficient  du  Iroltement,  et  que  Ton 
désigne  sous  le  nom  à' angle  du  frottement. 

Cette  expérience  peut  aussi  servir  à  démontrer  les  deux 
premières  lois  du  frottement.  En  plaçant  sur  un  plan  mobile 
autour  d'une  horizontale,  un  corps  dont  les  différentes  faces 
planes  sont  également  polies,  on  reconnaît  qu'il  commence 
à  glisser  pour  une  mémo  inclinaison  du  plan,  quelle  que 
soit  l'aire  de  la  face  de  contact,  et  quel  que  soit  le  poids 
dont  on  surcharge  le  corps.  On  conclut  de  là  que,  lorsf|ue 
la  nature  et  le  poli  des  surfaces  ne  changent  pas,  la  force 
de  frottement  est  proportionnelle  à  la  pression  et  indépen- 
dante de  l'étendue  de  la  face  de  contact.  L'angle  sous  lequel 
le  glissement  commence  détermine  le  coefficient  du  frot- 
tement, qui  en  est  la  tangente  irigonométrique. 

158.  Equilibre  d'un  corps  pressé  contre  un  plan  par 
une  force  oblicjue.  —  Soient  P  {fig.  19)  une  force  appli- 


quée à  un  corps  M,  A  le  point  mx  sa  dircclio!i  rencontre  la 
face  de  contact,  cl  0  l'angle  (pi'elle  fait  a\ec  la  normale  AN. 
La  pression  du  corps  coiilrc  le  plan  sera  PcosO:  le  (lol- 
lemenl  sera  exprimé  j)ar  /  P  cosO,  y^élanl  le  coeflicienl  du 
li'otlcmenl;  et  la  force  dans  le  plan  fixe,  qui  tend  à  mellrc 
le  corps  en  mouvement,  est  é{;alc  à  PsinO.  11  n  aura  donc 
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équilibre  si  l'on  a 

PsinO  </PcosO 
ou 

tango  </. 

Ainsi  l'équilibre  aura  lieu,  quelle  (|ue  sollla  force P,  pourvu 
quelle  fasse  avec  la  normale  un  angle  qui  ne  soil  pas  supé- 
rieur à  l'angle  du  frottement. 

Au  reste,  le  cas  que  nous  venons  d'examiner  ne  difi'cre 
du  précédent  qu'en  ce  que  la  force  P  est  de  direction  et  de 
grandeur  quelconques,  au  lieu  d'être  le  poids  même  du  corps. 

159.  Equilibre  du  levier  en  ayant  égard  au  frotte- 
ment. —  Considérons  un  levier  posé  sur  un  autre  corps,  de 
sorte  que  le  point  d'appui  ne  soit  pas  lié  invariablement 
avec  lui,  et  supposons-le  sollicité  par  deux  forces.  Elles 
peuvent  d'abord  être  remplacées  par  des  forces  égales  et 
parallèles  appliquées  au  levier  au  point  d'appui  et,  de  plus, 
à  deux  couples.  S'il  n'y  avait  pas  de  frottement,  il  faudrait 
que  les  couples  se  détruisissent  et  que  la  résultante  des  deux 
forces  transportées  au  point  d'appui  fût  normale  à  la  surface 
résistante.  Mais,  s'il  peut  exister  un  frottement  entre  les 
deux  corps,  il  se  composera  avec  les  deux  forces  appliquées 
comme  lui  au  levier,  en  son  point  de  contact  ;  il  faudra  donc 
encore  que  les  deux  couples  se  détruisent.  Mais  il  ne  sera 
plus  nécessaire  que  les  forces  transportées  au  point  d'appui 
donnent  une  résultante  normale  à  la  surface;  il  suffira  que 
cette  résultante  fasse  avec  la  normale  un  angle  inférieur  ou 
égal  à  l'angle  du  frottement. 

160.  Equilibre  d'un  corps  qui  peut  tourner  autour 
dUin  axe  fixe.  —  Considérons  maintenant  un  corps  solide 
percé  d'un  trou  cylindrique,  au  travers  duquel  passe  un 
cylindre  fixe  d'un  diamètre  à  peu  près  égal.  Supposons  ce 
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corps  sollicité  par  deux  forces  situées  dans  un  plan  perpen 
diculaire  à  l'axe  du  cylindre,  et  cherchons  les  conditions 
d'équilibre,  en  ayant  égard  à  la  force  de  frollenient.  Con- 
cevons que  tout  le  système  soit  réduit  à  la  section  par  ce 
plan  perpendiculaire,  ou,  en  d'autres  termes,  que  le  corps 
n'ait  pas  d'épaisseur  sensible. 

Soit  C  {Jig.  20)  le  point  de  contact  du  cercle  fixe  avant 
son  centre  en  O,  et  du  cercle  mobile  appartenant  au  corps. 
Il  doit  y  avoir  équilibre  entre  les  deux  forces  données  P,  Q 
et  la  force  de  frottement  F  appliquée  en  C  tangenlielle- 
ment  au  cercle.  Il  est  donc  nécessaire  et  suffisant  que  les 

Fig.  20. 


deux  forces  P,  Q  aient  une  résultante  passant  en  C  et  fai- 
sant avec  la  normale  un  angle  moindre  que  celui  du  frotte- 
ment. 

Ainsi,  lorsque  les  forces  données  auront  une  résultante 
qui  passera  par  un  point  quelconque  C  du  cercle  apparle- 
nant  au  corps,  et  fora  avec  sa  normale  un  angle  égal  ou  in- 
férieur à  celui  du  frottemenl,  le  corps  sera  en  équilibre  si 
l'on  fait  en  sorte  que  le  contact  avec  le  cercle  fixe  ait  lieu 
au  point  C. 

En  considérant  le  cas  extrême  où  l'équilibre  est  au  mo- 
ment de  se  rompre,  la  résultante  R  des  forces  P  et  (^  fait 
avec  la  normale  au  cercle  un  angle  égal  à  l'angle  du  frotte- 
ment; la   pression   normale  exercée   sur  le  cvlindre  fixe  est 

la   projection    <lr  la  résiill;inlf   \\    sur  le    rinon   on ; 

elle  est  donc  toujours  uioindre  (pie  la  résuit. inli-  l\.  La 
force  langenliclle  appliquée  au  cylindre  fixe  s'obtiendra  en 
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multipliant  la  pression  par  le  coefficient  /  et  sera,  par  con- 
séquent,  égale  à         •  Leur  résultante  ne  sera  autre  chose 

que  R,  comme  cela  devait  être  évidemment,  puisque  la  ré- 
sultante K  des  forces  données  est  détruite  par  la  résistance 
du  cylindre  fixe. 

161.  Equilibre  d'un  corps  sur  un  plan  fixe.  —  Suppo- 
sons un  corps  pesant  posé  sur  un  plan  incliné  à  l'horizon, 
et  sollicité  par  une  force  P  comprise  dans  le  plan  vertical, 
passant  par  le  centre  de  gravité  du  corps,  et  la  normale  au 
plan  incliné.  Réduisons  tout  le  système  à  la  section  faite 
j)ar  ce  plan,  et  cherchons  la  condition  d'équilibre  en  tenant 
compte  du  frottement. 

Soient  IV  {Jig.  21)  la  verticale  menée  par  le  centre  de 

Fis.  21. 


gravité  du  corps,  PI  la  direction  de  la  force  P,  Q  le  poids 
du  corps,  et  a  l'inclinaison  du  plan  LA  sur  le  plan  hori- 
zontal AR;  il  faut  exprimer  que  leur  résultante  est  détruite 
par  la  résistance  normale  du  plan  AL  et  par  le  frottement. 
En  désignant  par  0  l'angle  de  la  force  P  avec  le  plan  incliné, 
la  pression  exercée  sur  ce  dernier  sera  égale  à 

Q  ces  a  —  P  sinO, 
0  étant  considéré  comme  positif  au-dessus  de  la  direction 
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AL  et  comme  négatif  au-dessous.  Si  l'équilibre  est  au  mo- 
ment de  se  rompre,  la  force  de  frottement  sera  égale  à 

J\(^  cosa  —  P  sinO)  ; 

mais,  en  général,  elle  en  sera  une  fraction  quelconque  /, . 
La  composante  totale  dans  le  sens  du  plan  sera 

O  siny  —  P  cosO; 

et,  pour  que  l'équilibre  ait  lieu,  il  est  nécessaire  et  suffisant 
que  cette  expression,  positive  ou  négative,  soit  égale  à  la 
force  de  frottement;  ce  qui  s'exprimera  par  l'équation  sui- 
vante 

Q  sin-y.  —  PcosO  — //(Qcosx  —  PsinO\ 

/.  étant  compris  entre  —  i  et  -j-  i  et  devenant  —  i  ou  -t-  i 
dans  le  cas  où  l'équilibre  est  sur  le  point  de  se  rompre,  soit 
dans  un  sens,  soit  dans  Taulre. 
On  lire  de  cetlc  équation 

p_    Q(sina  —  //cosa) 
oosO  —  /./sinO 

Si  A"  ::^-  o  et  0  ~  -  o,  on  retombe  sur  l'expression  connue 

P  =  Qsina. 

162.  Cherchons  la  direction  dans  laquelle  il  faut  faire 
agir  la  force  V  pour  obtenir  le  plus  d'avantages  possible,  en 
supposant  le  corps  prêt  à  glisser;  et,  pour  cela,  cherchons 
la  valeur  de  0,  qui,  en  supposant  A"  =  i ,  donne  le  minimum 
de  P  ou  le  maximum  du  dénominateur.  Les  ileux  premières 
dérivées  de  ce  dernier,  jiar  rapport  à  0.  ont  jxuir  t*\|)rcs- 
sions 

-  siiiO    -/cosO* 
et 

cosO    -/sinO. 


cn.vniTnE  \iv.  219 

En  égalant  la  première  à  zéro,  on  Irome 

tango  =-  -/; 

d'où  il  suit  que  la  force  P  doit  être  dirigée  en  dessous  du 
|)lan  et  faire  avec  lui  un  angle  égal  à  Tanglc  du  frottement. 
La  seconde  dérivée  se  réduit  alors  à 

—  cosO(i  -•-/-); 

elle  est  donc  négative  pour  celte  valeur  de  0;  d'où  il  suit 
que  le  dénominateur  de  P  est  maximum  et,  par  suite,  P 
minimum. 

On  pourrait  encore  chercher  l'inclinaison  0,  qui  donne 
la  plus  petite  valeur  de  P,  propre  à  faire  remonter  le  corps. 
Il  faut  alors  supposer  X"  ^-^  —  i  et  chercher  le  minimum  de 

; :— : —  OU  Ic  maximum  de  cosO -r- /sinO.  On  en  tire 

cosO-t-ysHiO  "^ 

—  sinO  -^  /"cosO  -~-  o,     lanjrO  ;=./'; 

ce  qui  montre  que  la  force  doit  être  dirigée  au-dessus  du 
jjlan  incliné  et  faire  avec  lui  un  angle  égal  à  l'angle  du  frot- 
tement, quelle  que  soit  son  inclinaison  x. 

Cet  angle,  qui  est  le  plus  favorable  à  la  traction  d'un 
corps  pesant  sur  un  plan  quelconque,  porte  le  nom  (Sangle 
'Ir  iraclion ;  et,  comme  nous  venons  de  le  prouver,  il  n'est 
autre  que  l'angle  du  frottement. 

Nous  ne  nous  étendrons  pas  davantage  sur  la  théorie  du 
frottement.  Nous  n'avons  voulu  que  donner  ime  idée  de  la 
manière  dont  les  forces  de  cette  espèce  modifient  les  condi- 
tions de  l'équilibre,  ce  qui  est  de  la  plus  haute  importance 
dans  les  applications.  Nous  renvoyons,  pour  de  plus  grands 
détails,  aux  Traités  sj»éciaux  sur  les  machines. 
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DU  MOUVEIMENT  ET  DU  TEMPS. 


163.  Du  mouvement.  —  Lorsque  la  distance  de  deu\ 
points  change  d'une  manière  continue,  on  dit  que  ces  points 
sont  en  mouvement  l'un  par  rapport  à  l  autre;  et,  générale- 
ment, lorsque  les  distances  d'un  point  aux  différents  points 
d'un  système  rigide  varient  d'une  manière  continue,  ou,  en 
d'autres  termes,  lorsque  la  position  de  ce  point  par  rapport 
à  ce  système  change  d'une  manière  continue,  on  dit  que  ce 
|)oint  est  en  mouvement  par  rapport  au  système.  Le  lieu  do 
ces  positions  relatives  se  nomme  sa  trajectoire  relative  à 
ce  système. 

Si,  au  lieu  d'un  point,  on  en  a  un  nombre  quelconque 
formant  un  système  rigide,  on  dira  que  ce  système  est  en 
mouvement  par  rapport  au  premier,  lorsque  les  positions 
relatives  de  ses  points  varieront  d'une  manière  continue. 

Nous  n'entendrons  jamais  autre  chose  que  cela  par  mou- 
vement; ce  sera  toujours  un  déplacement  relatif;  nous 
n'attacherions  aucun  sens  à  un  déplacement  absolu. 

Mais,  comme  notre  point  de  vue  choquera  presque  tout 
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le  monde  au  premier  abord,  nous  croyons  utile  de  l'appuyer 
de  quelques  développements,  et  nous  ne  doutons  pas  qu'après 
réflexion,  il  ne  soit  adopté  par  tous  ceux  qui  ont  accepté 
complètement  nos  données  de  la  science  de  l'étendue. 

Il  est  encore  sans  doute  des  philosophes  qui  croient  à 
Texistence  de  ce  qu'on  appelle  Vespace  absolu,  indépendant 
de  la  création,  qui  existait  avant  elle  et  subsisterait  encore 
si  elle  était  anéantie.  Ils  disent  cet  espace  immobile,  parce 
qu'il  n'y  aurait  aucune  raison  pour  qu'il  se  déplaçât  d'un 
côté  plutôt  que  d'un  autre,  et  ne  cherchent  nullement  à 
se  rendre  compte  de  ce  qu'ils  entendent  par  direction  ab- 
solue. Chaque  point  de  cet  être  infini  a  pour  eux  une  per- 
sonnalité propre,  qu'il  conserve  éternellement  avec  son 
immobilité;  et  c'est  à  ces  points,  qu'ils  appellent  ^.re5, 
qu'ils  comparent  tous  les  points  de  la  création.  Le  mouve- 
ment absolu  d'un  point  matériel  consiste  pour  eux  dans  sa 
coïncidence  successive  avec  des  points  diff'ércnts  de  l'espace 
immobile.  Le  mouvement  relatif  est  bien  entendu  par  eux 
suivant  la  définition  que  nous  en  avons  donnée  ;  mais  tous 
les  principes  et  toutes  les  données  premières  sont  rapportés 
par  eux  au  prétendu  mouvement  absolu  et  se  déduisent, 
par  une  extension  sj)écieuse,  des  observations  laites  sur  les 
mouvements  relatifs  ;  de  sorte  que,  dans  Tapi^lication  Ac 
leur  science  aux  phénomènes  naturels,  il  n'v  aura  aucune 
contradiction  ni  aucune  erreur  à  craindre;  et  c'est  au  nom 
de  la  raison  seule,  et  non  de  la  pratique,  que  nous  cherchons 
à  corriger  le  point  de  départ  de  la  Science. 

Dans  nos  données  de  la  science  de  l'étendue,  nous  j>rn- 
sons  avoir  fait  justice  de  cet  être  imaj;inaire.  qu'<in  app(>llc 
\  espace,  et  de  la  personnalité  de  ses  points.  P(»ur  nous, 
par  consé(pienl,  le  repos  absolu  est,  non  plus  une  chose 
impossible  à  reconnaître,  mais  tout  simplement  un  non- 
sens;  car  ce  serait  la  coïncidence  avec  les  mêmes  points 
immuables  de  l'espace,  auxquels  nous  n'accordons  aucune 
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existence,  et  dont  la  fixité  prétendue  est  une  cliimcre  dont 
la  simple  notion  ne  pourrait  être  ni  définie  ni  sentie,  c'est- 
à-dire  ne  pourrait  s'acquérir  ni  par  l'esprit  ni  par  les  sens. 

On  ne  pourrait,  en  effet,  définir  Timmobilité  de  ces  points 
qu'en  l'admettant  déjà  dans  d'autres,  c'est-à-dire  par  un 
cercle  vicieux.  El  quant  à  l'évidence  obtenue  par  les  sens, 
on  ne  peut  linvoquer,  puisque  les  hommes  n'aperçoivent 
que  des  repos  ou  mouvements  relatifs;  de  sorte  que  la  con- 
ception de  repos  ou  mouvement  absolu,  loin  de  pouvoir 
être  rangée  parmi  les  idées  premières,  admises  par  le  sen- 
timent de  l'évidence,  ne  serait  qu'une  vague  rêverie  dont  le 
fond  serait  un  cercle  vicieux. 

Abandonnons  donc  cette  fausse  notion,  dont  l'inutilité 
est  d'ailleurs  évidente  ;  car  tous  les  principes  que  l'on  éta- 
blirait en  l'admettant  ne  pourraient  jamais  être  fondés  que 
sur  des  observations  et  des  expériences  relatives.  Et  à  quoi 
bon  partir  du  relatif  pour  établir  par  induction  un  absolu 
imaginaire,  d'où  l'on  tirerait  des  principes  applicables  au 
relatif,  qui  est  la  seule  chose  réelle?  Ne  vaut-il  pas  mieux, 
après  avoir  établi  les  principes  sur  le  relatif,  les  appliquer 
directement  au  réel,  sans  remonter  à  un  absolu  fantastique, 
pour  l'abandonner  immédiatement? 

164.  Du  temps.  —  Le  temps,  comme  l'espace  et  le  mou, 
vement,  a  donné  lieu  à  bien  des  discussions  entre  les  phi- 
losophes ou  les  sophistes.  La  succession  de  nos  sensations 
et  des  événements  qui  les  ont  produites  est  incontestable 
pour  tous  les  hommes.  Mais,  entre  ce  sentiment  et  la  pensée 
qu'il  V  a  un  être  dans  lequel  se  fasse  cette  succession,  il  v  a 
un  abîme.  Le  temps  n'a  pas  plus  d'existence  réelle  que  l'es- 
pace; il  est  peut-être  même  encore  moins  saisissable.  Ces 
deux  prétendus  êtres  sont  des  créations  fantastiques  de  l'ima- 
gination de  l'homme,  qui  veut  toujours  aller  au  delà  de  ce 
qu'il  peut  sentir  et  comprendre.  Mais,  comme  la  succession 
DuB.  —  Mélh.  IV.  i5 
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des  événements  joue  un  grand  rôle  dans  la  nature  et  dans 
la  vie  des  hommes,  il  est  de  la  plus  grande  importance  d'y 
introduire  de  l'ordre  et  de  la  précision,  et  c'est  ce  que  l'on 
a  fait  d'ai)ord  en  rap|:»orlant  les  divers  événements  à  des 
événements  successifs  bien  saillants,  comme  par  exemple 
les  retours  du  soleil  au-dessus  de  l'horizon.  Ce  classement 
des  événements  au  moyen  des  jours  étant  bientôt  devenu 
insuffisant,  il  a  fallu  les  rapporter  à  des  intermédiaires,  et 
Ton  a  appelé  cela  diviser  le  temps  en  intervalles,  langage 
figuré  qui  a  fini  par  faire  croire  que  le  temps  était  une 
grandeur,  divisible  comme  les  quantités  géométriques,  et 
sur  laquelle  se  placent  toutes  les  époques,  comme  les 
points  de  division  sur  une  ligne. 

Tout  en  protestant  d'avance  contre  l'admission  d'un  être 
appelé  temps,  nous  emploierons  le  langage  ordinaire,  nous 
classerons  les  événements  successifs  par  ce  que  nous  nom- 
merons des  intervalles,  que  nous  exprimerons  par  des 
nombres,  après  en  avoir  défini  avec  précision  Yégalité  et 
V  addition. 

iSous  dirons  que  deux  intervalles  de  temps  sont  égaux 
lorsque  deux  corps  identiques,  placés  dans  des  circon- 
stances identiques  au  commencement  de  chacun  de  ces 
intervalles,  et  soumis  aux  mêmes  actions  et  injluences  de 
toute  espèce,  auront  parcouru  à  la  fin  de  ces  intervalles 
des  espaces  identiques,  relativement  au  système  rigide 
auquel  on  rapporte  toutes  les  positions. 

Si,  après  la  détermination  duii  iiilervallc,  un  aulre  com- 
mence et  se  termine,  on  dit  (|ue  du  commencement  du  jiro- 
micr  à  la  fin  du  second  il  v  a  un  inlervalle  éjral  à  la  somme 
des  deux. 

Avant  ainsi  défini  l'égalité  et  Taddilion  des  intervalles, 
on  choisira,  pour  terme  de  comparaison,  un  certain  inter- 
valle, qu'il  est  naturel  de  prendre  en  rapport  avec  la  durée 
du   jour;  cl  tous  les  inlcrvailcs  ou  toutes  les  durées  pour- 
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rniii  èirc  représentés  par  des  nombres  entiers  ou  fraction- 
naires, en  entendant  toujours  les  subdivisionségalesde l'unité 
d  après  la  définition  générale  de  l'égalité. 

Le  mouvement  le  plus  facile  à  reproduire  dans  des  con- 
ditions identiques  est  celui  du  pendule.  La  pesanteur  étant 
une  force  constante,  comme  nous  l'avons  reconnu  en  trai- 
tant de  Féquilibre,  il  suffit  de  replacer  à  chaque  oscillation 
le  pendule  dans  la  même  situation  et  de  le  mettre  autant  que 
possible  à  l'abri  des  causes  perturbatrices;  les  intervalles  de 
temps,  correspondant  aux  retours  à  la  première  position, 
seront  ce  que  nous  avons  appelé  égaux,  et,  en  donnant  au 
pendule  une  longueur  convenable,  on  pourra  donner  à  la 
durée  de  son  oscillation  le  rapport  que  l'on  voudra  avec 
celle  du  jour  sidéral,  qui  est  l'intervalle  entre  deux  retours 
(lu  globe  terrestre  à  la  môme  position  par  rapport  aux  étoiles, 
qui  forment  le  système  le  plus  considérable  et  le  moins 
variable  qu'il  soit  donné  à  l'homme  de  connaître. 

C'est  à  ce  dernier  que  nous  rapporterons  les  grands  mou- 
vements. Mais,  pour  tout  ce  qui  a  trait  au  travail  et  aux 
besoins  des  hommes,  que  ce  soit  pour  des  expériences  ayant 
pour  but  de  conduire  à  des  propriétés  générales  ou  à  des 
connaissances  particulières,  c'est  au  système  des  objets  liés 
invariablement  au  globe  terrestre  qu'on  rapporte  les  mou- 
vements; et  c'est  ainsi  qu'il  faudra  entendre  ceux  dont 
nous  parlerons  par  la  suite,  à  moins  que  nous  ne  prévenions 
expressément  que  nous  voulons  tenir  compte  du  déplace- 
ment de  la  terre  relativement  aux  étoiles,  et  que  les  mouve- 
ments relatifs  à  la  terre  doivent  eux-mêmes  être  considérés 
relaliveiuent  au  système  des  étoiles. 


CHAPITRE  II. 

MOUVEMENT  UNIFORME  D'UN  POINT.  —  MOUVEMENT  V.VRIÉ. 

VITESSE. 


165.  Lorsqu'un  point  parcourt  des  espaces  égaux  en 
temps  égaux,  quelque  petits  que  soient  ces, temps,  on  dil 
que  son  mouvement  est  uniforme. 

Lorsqu'un  mouvement  n'est  ni  uniforme,  ni  composé 
d'une  succession  de  mouvements  uniformes,  ayant  des 
durées  finies,  on  l'appelle  mouvement  varié. 

Les  mouvements  uniformes  peuvent  différer  les  uns  des 
autres  par  les  espaces  parcourus  dans  des  temps  égaux;  et 
cette  considération  donne  naissance  à  l'idée,  d'abord  un  peu 
vague,  de  vitesse.  Pour  introduire  dans  le  calcul  cet  élément 
indispensable,  il  est  nécessaire  d'en  donner  une  définition 
précise;  et  nous  appellerons  vitesse  d'un  point  dont  le 
mouvement,  rectiligne  ou  curviligne,  est  uniforme,  l'espace 
qu'il  parcourt  dans  l'unité  de  temps,  ou,  en  d'autres  termes, 
le  rapport  de  l'espace  parcouru  au  temps  employé  à  le 
parcourir,  de  sorte  que  le  point  dont  la  vitesse  sera  expri- 
mée par  le  nombre  i  parcourra  l'unité  de  longueur  dan> 
l'unité  de  temps. 

On  voit,  d'après  cette  définition,  que,  dans  un  même 
mouvement,  la  quantité  que  nous  appelons  vitesse  sera 
d'autant  plus  grande,  que  l'unité  de  temps  le  sera  davan- 
tage ;  mais  le  rapport  des  vitesses  dans  deux  mouvements 
différents  en  est  complètement  indépendant  :  c'est  le  rapptii  I 
des  espaces  parcourus  dans  un  mètue  temps. 

On  vitil   encore   (pic  le  noinbrc   qui    cxprinic    l.i  vitesse. 
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varie  avec  runlté  de  longueur;  il  est  d'autant  plus  grand, 
que  cette  unité  est  plus  petite.  Ces  remarques  sur  rinflucnce 
des  diverses  unités  sont  indispensables  pour  reconnaitre 
Vhomogénéité  des  formules  de  la  Dynamique. 

166.  Dans  le  mouvement  varié,  on  ne  peut  plus  appeler 
vitesse,  à  un  instant  quelconque,  l'espace  parcouru  pendant 
lunitc  de  temps,  à  partir  de  cet  instant,  parce  qu'alors  la 
vitesse  du  mobile  dépendrait  des  variations  plus  ou  moins 
irrégulières  que  subirait  le  mouvement  au  delà  de  l'époque 
dont  il  s'agit,  et  cette  considération  ne  serait  d'aucun 
intérêt. 

C'est  ainsi  que,  dans  la  théorie  des  courbes,  on  a  jiu 
prendre  pour  mesure  de  la  courbure  du  cercle,  en  un  quel- 
conque de  ses  points,  celle  d'un  arc  égal  à  l'unité;  mais, 
pour  une  ligne  où  la  courbure  n'est  pas  proportionnelle  à 
la  longueur  de  l'arc,  il  n'a  pas  été  possible  de  mesurer  la 
courbure  en  un  point  par  celle  d'un  arc  égal  à  l'unité, 
commençant  en  ce  point. 

On  fera  des  remarques  semblables  pour  le  poids  spé- 
cifique en  un  point  d'une  substance  non  homogène  ; 
pour  la  température  en  un  point  d'un  corps  inégalement 
échauffé,  etc. 

Dans  tous  les  cas  de  ce  genre  on  procède  de  la  même 
manière  pour  obtenir  une  définition  précise  et  utile. 

Soit  M  la  position  qu'occupe,  à  un  certain  instant,   un 

point  qui  décrit  d'un  mouvement  varié  une  ligne  de  nature 

quelconque.  Après  un  certain  temps  9,  il  sera  parvenu  en 

un    autre  point  N,  et  le   rapport  de  l'espace  parcouru  au 

MN  ...  ,  „ 

temps,  ou  — — -,  exprimera  la  vitesse  moyenne  avec  laquelle 

cet  arc  a  été  décrit;  cest-à-dire  que  ce  serait  l'espace  par- 
couru pendant  l'unité  de  temps,  en  supposant  le  mouve- 
ment uniforme,  et  tel,  que  l'arc  MN  fût  parcouru  pendant 
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le  temps  0.  Si  maintenant  on  suppose  que  0  diminue  indr- 

tiniment,   la  vilesse  moyenne  — —  variera  en  mcme  temps 

et  tendra  vers  une  limite  déterminée,  et  c'est  cette  limite 
q4ie  nous  appellerons  la  l'itesse  du  mobile  au  point  M. 

Ainsi,  pour  employer  le  langage  reçu  dans  le  Calcul  in- 
finitésimal, on  appelle  vitesse  d'un  mobile,  à  un  instant 
donné,  la  vitesse  moyenne,  ou  simplement  la  vitesse,  avec 
laquelle  il  décrit  un  arc  infiniment  petit,  à  partir  de  cet 
instant.  Et  nous  appellerons  direction  de  cette  vitesse  celle 
du  mouvement  du  point  sur  la  courbe,  laquelle,  d'après  la 
discussion  que  nous  avons  faite  dans  la  Géométrie,  est  la 
direction  de  la  tangente  à  la  trajectoire. 

Si  l'on  désigne  par  t  le  temps,  et  par  s  la  longueur  des 

arcs  de  la  ligne  décrite,  à  partir  dune  origine  arbitraire, 

,    ,.     .       ,  M^     ,  ,  (/s       .     .  , 

la  limite  du  rapport  — —  n  est  autre  chose  que  -^-  Ainsi  la 

vitesse  en  un   point  quelconque  du  mouvement  curviligne 

est  exprimée  par  la  première  dérivée  de  l'espace  parcouru, 

par  rapport  au   temps.   Et  les  vitesses  des  projections  tlu 

,  djc     dy     dz     „      , 

point  sur  les  axes  seront  -t-»  -^-j  —t-  v)n  les  nomme  par 
'  dt      dl      dt  • 

analogie  les  composantes  de  la  tntesse  sunant  les  axes. 


167.  Il  est  bon  de  remarquer  que  ."arc  décrit  dans  un 
temps  infiniment  petit  peut  être  considéré  comme  le  pro- 
duit de  ce  temps  par  la  vitesse  du  mobile  au  commencement 
de  ce  petit  intervalle;  car  cet  arc  serait  rigoureusement  le 
produit  de  ce  temps  par  la  vitesse  moyenne  relatiAC  à  cet 
intervalle,  et  celle  vitesse  movenne  dillèro  (rune  (piaiilité 
infiniuMMil  j)Otit(',  de  ce  (jiie  nous  avons  aj>pelé  vilcssi'  au 
comnieiiceinenl  d(;  Tintervalle.  Il  est  évident  (jue  l'on  pour- 
rait encore  prendre  In  vilesse  à  une  époque  qiielcoiupie 
du    niénic  iiiIcM-yalle.   Le  résultat  ainsi  obtenu    ne  ilKVérera 
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jamais  de  celui  que  Ton  cherche,  que  d'une  quanlilé  infini- 
ment petite  par  rapport  à  hii-même  et  pourra  par  consé- 
quent hù  être  substitué  toutes  les  fois  que  Ton  n'aux-a  à 
considérer  que  des  limites  de  rapports  ou  de  sommes. 

Ainsi,  par  exemple,  Tespaee  parcouru  dans  un  temps 
fini  sera  la  limite  de  la  somme  des  produits  des  éléments 
infiniment  petits  de  ce  temps,  par  les  vitesses  correspon- 
dant aux  commencements  de  ces  éléments.  La  vitesse,  telle 
que  nous  venons  de  la  définir,  joue  donc  le  même  rôle  dans 
le  mouvement  varié,  que  la  vitesse  premièrement  définie, 
dans  le  mouvement  uniforme,  pourvu  que  l'on  ne  considère 
que  des  temps  infiniment  petits;  et  c'est  à  cause  de  cette 
(inalogie,  quil  était  comenablc  de  lui  donner  le  même 
nom. 

1G8.  Mouvement  rectiligne  varié.  Accélération.  —  Le 
mouvement  varié  le  plus  simple  est  celui  où  les  changements 
de  la  vitesse  sont  proportionnels  aux  accroissements  cor- 
respondants du  temps.  On  le  dit  uniformément  varié,  ou 
uniformément  accéléré,  en  entendant  que  raccroissement 
de  la  vitesse  peut  être  positif  ou  négatif.  Nous  ne  le  consi- 
dérons pour  le  moment  que  dans  le  cas  où  le  point  se  nunit 
en  ligne  droite. 

Dans  un  j)areil  mouAcmcnt,  on  appelle  accélération 
raccroissement  positif  ou  négatif  de  la  vitesse,  dans  l'unité 
de  temps.  Quand  elle  est  donnée,  on  en  déduit  facilement 
raccroissement  de  vitesse  dans  un  temps  quelconque. 

Cette  notion  peut  recevoir  une  extension  analogue  à  celle 
que  nous  avons  donnée  à  la  vitesse  et  s'appliquer  à  un 
mouvement  varié  quelconcpie. 

En  cifet,  désignons  par  Av  l'accroissement  de  vitesse  que 
prend  le  point,  à  partir  d "un  instant  quelconque,  lorsque 
le  temps  croît  de  \t,  et  imaginons  un  mouvement  unifor- 
mément accéléré  dans  lequel  la  vitesse  serait  la  même  que 
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celle  du  mobile  au  premier  instant,  et  qui  aurait  une  accé- 
lération telle,  que  la  vitesse  croîtrait  de  même  de  i\v  dans 
le  temps    A^;    celle  accélération    moyenne    sera    mesurée, 

a  après  ce  qui  précède,  par  —  et  tendra  vers  une  certaine 

limite  à  mesure  que  A^  tendra  vers  zéro. 

Celte  limite  est  ce  que  Ton  appelle  V accélération  dans 

le  mouvement  proposé,  à  l'instant  que  Ton  considère.  Son 

expression  est 

ch-  d-.r 

-7-   ou    -^-T' 
dt  dt" 

Et  il  est  facile  de  voir  qu'elle  jouera  le  même  rôle  dans  le 
mouvement  varié  en  général,  que  dans  le  mouvement 
uniformément  accéléré,  pourvu  que  Ton  ne  considère  que 
des  intervalles  infiniment  petits.  En  effet,  si  A^  est  infini- 
ment petit,  on  aura 


Ar 

dK- 

\t 

~  dt 

' 

l^v 

dv 
~  dt 

\t 

sA/. 

Donc  l'accroissement  At^  de  la  vitesse  ne  diffère  de  -7-  Af 

dt 

que  d'une  quantité  infiniment  petite  par  rapport  à  Ae,  et 
(jiii  pourra  être  négligée  toutes  les  fois  qu'on  ne  considérera 
qu(;  des  limites  de  sommes  ou  de  rapports.  Donc,  dans  tous 
les  cas  de  ce  genre,  l'accroissement  inlinimenl  petit  île  vi- 
tesse pourra  être  calculé  comme  si  le  mouvement  était  uni- 
formément accéléré,  et  que  l'accélération  de  ce  mouvement 
fut  égale  à  ce  que  nous  avons  appelé  \  accélération  ilans  le 
mouvement  \arié  en  question. 

Ilcmai fjnr.  —  Il  est  hou  de  remanpifr  tpie  nous  avons 
consld<'rr  de  deux  luanièrcs  f«irl  dillVrentes  un  mouvement 
varié  (pidconcpie,  comme  limite  de  mouvements  successifs, 
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de  durées  infinimenl  petites.  Dans  un  cas,  ces  mouvements 
élémentaires  sont  uniformes;  dans  l'autre,  ils  sont  unifor- 
mément accélérés. 

Les  premiers  ont,  a  1  instant  commun,  le  même  -j-  que 

le  proposé,  en  d'autres  termes,  la  même  vitesse  ;  les  seconds, 

1         *        do:       ,         ,         iPx      .        ,    ,. 

le  même  — ;-  et  le  même  —r-r>  c  cst-a-dire   même  vitesse  et 
dt  dt- 

même  accélération.  Les  premiers  ont,  s'il  est  permis  de 
s'exprimer  ainsi,  un  contact  du  premier  ordre  avec  le  pro- 
posé ;  les  seconds,  un  contact  du  second  ordre.  Mais  aussi 
on  ne  peut,  même  dans  un  temps  infiniment  petit,  rem- 
placer le  proposé  par  les  mouvements  élémentaires  du  pre- 
mier genre,  que  pour  calculer  les  accroissements  d'espace, 
tandis  qu'on  peut  employer  les  autres  pour  le  calcul  de 
l'accroissement  de  la  vitesse. 


CHAPITRE  III. 

DE  L  INERTIE  DE  LA  MATIÈRE. 


169.  Nous  avons  admis,  comme  résultat  général  de  l'ob- 
servation, que  lorsqu'un  corps,  immobile  d'abord  au  milieu 
du  système  invariable  des  objets  terrestres,  se  déplace  par 
rapport  à  eux,  il  y  a  une  cause  extérieure  qui  a  agi  sur  lui 
en  ce  moment;  de  sorte  que  si  aucune  force  n'avait  agi,  il 
serait  resté  indéfiniment  dans  la  position  qu'il  occupait. 

De  plus,  des  expériences  variées  et  mille  fois  répétées  ont 
constamment  montré  que,  lorsque  les  causes  qui  ont  déplacé 
ce  corps  cessent  d'agir  sur  lui  et  que  les  résistances  inévi- 
lal)lcs  diminuent  de  plus  en  plus,  son  mouvement  tend  de 
plus  en  plus  à  devenir  rectiligne  et  uniforme;  et  Ton  a  dû 
en  conclure  naturellement  que,  si  l'on  pouvait  annuler 
l'efïet  des  frottements,  de  l'air  ambiant  et  autres  résistances 
quelconques,  le  mouvement  du  corps  serait  rigoureusement 
rectiligne  et  unilbrmc. 

C'est  de  l'ensemble  des  expériences  de  ce  genre  que  Ton 
a  déduit  le  principe  de  \  inertie  de  la  matière,  qui  a  été 
confirmé  sans  aucune  exception  par  l'accord  des  consé- 
quences qu'on  en  a  tirées  avec  les  faits  résultant  d'expé- 
riences directes,  ou  d'observations  dans  le  svstème  du 
monde  ;  il  [)eut  être  énoncé  de  la  manière  suivante  : 

Tout  point  matériel  en  repos  y  reste  tant  qn'i/  ne  sur- 
vient aucune  action  extérieure  ou  force,  et,  a'//  se  meut 
sans  qu'aucune  force  lui  soit  appliquée,  son  mousement 
sera  rectilii^ne  et  uniforme. 

Mais  il  ne  laut  pas  entendre  pai-  là   qu'un  corps  n'entre 
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pour  rien  dans  la  production  des  forces  qui  peuvent  agir 
sur  lui.  L'ensemble  des  phénomènes  naturels  montre,  au 
contraire,  que  ces  forces  naissent  toujours  de  l'action  niu- 
luelle  de  ce  corps  et  d'autres  corps.  L'inertie  consiste  donc 
en  ce  qu'un  point  matériel  ne  peut  changer  de  lui-même 
son  état  de  repos  ou  de  mouvement  rectiligne  uniforme,  et 
qu'il  faut  toujours  pour  cela  l'existence  et  l'action  d'autres 
points  matériels. 

170.  Nous  allons  maintenant  faire  connaître  un  principe 
général  auquel  on  a  été  conduit  par  une  foule  d'observa- 
tions et  d'expériences,  et  qui  est  vérifié  par  l'accord  con- 
stant entre  les  résultats  auxquels  conduit  son  admission,  et 
l'observation  directe  des  phénomènes.  Il  consiste  en  ce  que: 

Si  tous  les  points  d'un  système^  liés  ou  non  les  uns 
ai'ec  les  autres,  ont  des  vitesses  constantes,  égales  et 
parallèles^  et  que  l'un  d'eux,  sans  liaison  avec  les 
autres,  reçoive  une  certaine  vitesse,  ou  soit  sollicité  par 
une  certaine  force  variant  d'une  manière  quelconque, 
ou  même  que  ces  deux  conditions  soient  réunies,  son 
mouvement  relativement  au  système  sera  le  même  que  si 
le  mouvement  primitif  commun  n'avait  point  existé,  et 
que  le  point  en  question  eût  reçu  la  même  vitesse  et  eût 
été  sollicité  par  la  même  force,  agissant  dans  la  même 
direction. 

On  aperçoit  facilement  par  quel  genre  d'expériences  on 
pourrait  reconnaître  la  vérité  de  ce  principe,  en  rapportant 
toujours  les  positions  aux  objets  immuables  à  la  surface  de 
la  terre.  On  donnerait  un  mouvement  uniforme  commun  a 
un  système  de  points,  mobiles  ou  non  les  uns  par  rapport 
aux  autres;  on  appliquerait  à  l'un  d'eux,  libre  par  rapport 
aux  autres,  une  l'orce  dont  on  ferait  varier  la  direction  et 
l'intensité  ;  on  lui  imprimerait  une  vitesse  arbitraire,  et  l'on 
observerait  le  mouvement  relatif  de  ce  point.  On  répéterait 
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les  mêmes  expériences  en  changeant  le  mouvement  uni- 
forme commun  ;  et  l'on  reconnaîtrait  que  le  mouvement 
relatif  est  tout  à  fait  indépendant  du  mouvement  uniforme 
commun,  et  le  même  que  si  ce  dernier  n'existait  pas. 

Remarque.  —  La  considération  du  temps  est  nécessaire 
dans  la  production  de  tout  mouvement,  parce  qu'il  faut 
toujours  un  temps  fini  pour  que  l'action  d'une  force  fasse 
acquérir  à  un  corps  une  vitesse  finie.  Quelquefois  on  a  dis- 
tingué deux  espèces  de  forces  :  les  unes,  que  l'on  nommait 
instantanées,  produisaient  des  vitesses  finies,  sans  que  leur 
action  s'exerçât  pendant  un  intervalle  de  temps  quelconque, 
si  petit  qu'on  pût  le  supposer  ;  les  autres,  que  l'on  nommait 
accélératrices,  avaient  besoin  d'agir  pendant  un  temps  fini 
pour  produire  une  vitesse  finie.  Mais,  comme  toutes  les 
actions  sont  continues  dans  la  nature  et  que  les  forces  in- 
stantanées n'ont  aucune  existence  réelle,  les  géomètres  s'ac- 
cordent généralement  à  ne  plus  les  admettre  dans  la  Science. 
Il  n'en  sera  jamais  question  dans  ce  Cours,  et  nous  ne  con- 
sidérerons que  les  forces  continues,  c'est-à-dire  qui  n«' 
produisent  une  vitesse  finie  que  quand  leur  action  s'est 
exercée  sans  discontinuité  pendant  un  temps  fini. 

Néanmoins,  il  pourra  quelquefois  être  commode  de  con- 
sidérer des  vitesses  finies  comme  produites  dans  un  temps 
assez  petit  pour  que  les  positions  n'aient  pas  sensiblement 
changé.  Ces  forces  seront  alors  très  grandes,  et  leur  valeur, 
supposée  constante,  se  mesurera  comme  pour  toutes  les 
autres  forces.  C'est  toujours  ainsi  que  nous  entendrons  les 
forces  instantanées^  lorsque  nous  emploierons  celle  ex- 
pression pour  abréger  le  discours. 

171.  Nous  admettrons  le  principe  précédent  ilans  toute 
sa  généralité,  tout  en  reconnaissant  que,  comme  toutes  les 
propositions  déduites  de  l'expérience,  il  ne  peut  être  regardé 
comme  offrant  une  certitude   (jui  dispense  de  toute  vérifi- 
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cation.  C'est,  si  l'on  veut,  une  hypothèse  extrêmement 
%Taiscmblable,  qui  peut  servir  de  base  à  une  science  de  rai- 
sonnement, mais  qui  demande  à  être  vérifiée  par  l'accord 
de  ses  conséquences  les  plus  éloignées  avec  les  faits  observés. 

Remarquons,  comme  conséquence  très  simple  de  ce  prin- 
cipe, la  proposition  suivante,  dont  nous  ferons  bientôt  usage  : 

Si  à  un  instant  quelconque  un  point  matériel  en  mou- 
venient,  soumis  à  U action  d^une  force  quelconque,  est 
considéré  relativement  à  trois  axes  se  coupant  en  ce  point 
même,  et  dont  tous  les  points  ont  une  vitesse  constante, 
la  même,  en  direction  et  en  grandeur,  qu'a  le  point  au 
moment  que  l'on  considère,  le  mouvement  relatif  de  ce 
point,  par  rapport  à  ces  axes,  sera  identique  avec  le 
mouvement  absolu  quil  aurait  si  les  axes  étaient  immo- 
biles, et  que  le  point  partant  de  V origine  sans  vitesse 
fût  sollicité  par  la  même  force  que  dans  son  mouvement 
relatif. 

C'est  ce  que  Galilée  a  admis  lorsqu'il  a  traité  la  question 
du  mouvement  curviligne  des  corps  pesants. 

172.  Si  la  force  est  de  celles  qui  produisent  une  vitesse 
finie  dans  un  temps  inappréciable,  et  cesse  immédiatement 
d'agir,  le  mouvement  relatif  sera  uniforme;  sa  vitesse  sera 
celle  que  la  force  aurait  communiquée  au  mobile  en  repos, 
et  il  est  évident  que  le  point  aura,  par  rapport  à  des  axes 
fixes,  un  mouvement  uniforme  suivant  la  direction  de  la 
diagonale  du  parallélogramme  construit  sur  les  deux  vitesses, 
et  avec  une  vitesse  constante  égale  à  cette  diagonale  même. 
Tel  sera  l'efTel  d'une  vitesse  communiquée  à  un  point  déjà 
en  mouvement.  Si  ce  mouvement  n'était  pas  rectiligne  et 
uniforme,  on  négligerait  l'effet  produit  par  la  force  continue 
pendant  la  durée  insensible  de  l'action  de  la  force  instan- 
tanée, et  l'on  n'en  tiendrait  compte  qu'après  la  composition 
des  deux  vitesses  finies. 


CHAPITRE  IV. 

QUELQUES  APPLICATIONS  DES  PRLXCIPES  PRÉCÉDENTS. 


173.  Mouvement  produit  par  une  force  constante.  — 
On  entend  par  force  constante  celle  qui  exerce  la  même 
action  sur  le  corps  auquel  elle  est  appliquée,  quel  que  soit 
le  mouvement  de  ce  corps.  Cela  posé,  considérons  un  point 
matériel  ayant  d'abord  un  mouvement  rectiligne  et  uni- 
forme. Si  on  lui  applique  une  force  constante  dans  le  sens 
de  son  mouvement,  sa  vitesse  augmentera  de  quantités 
égales  dans  des  temps  égaux  quelconques,  puisque,  d'après 
le  principe  précédent,  l'accroissement  de  vitesse  est  indé- 
pendant de  la  vitesse  précédemment  existante.  Ainsi,  le 
mouvement  rectiligne  d'un  point  sollicité  par  une  force 
constante,  et  partant  avec  une  vitesse  initiale  quelconque, 
est  tel,  que  la  vitesse  croit  de  quantités  proportionnelles  au 
temps.  On  voit  de  la  même  manière  que,  si  la  force  était  en 
sens  contraire  du  mouvement  initial,  la  vitesse  diminuerait 
proportionnellement  au  temps;  et,  à  partir  de  l'instant  où 
elle  serait  annulée,  le  mouvement  changerait  de  sens,  et 
la  variation  de  la  vitesse  serait  toujours  la  même  qu'aupara- 
vant, dans  des  temps  égaux. 

Une  force  constante  produit  donc  le  inouvomenl  (pie 
nous  avons  nommé  uniformément  varié.  En  désignant 
par  »'  la  vitesse,  positive  ou  négatlxc,  ilu  point,  pour  une 
valeur  quelconcpie  du  teni|)S  /;  par  h  la  vitesse  initiale, 
c'est-à-dire  C()rresj)ondant  à  t~o\  enfin  par  tr  Wircvlê- 
ralniii  posiliv<'  ou  négali\c,  piodnilc  par  liution  de  la 
forc(.'  >iii' le  point   ni.ilérici,  on  aura  la  lorniule  %' =z  at ->- b 
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doiil   nous  avons  démontré  la  généralilé  dans  la  Science 

ries  nombres,  par  rintroduclion  des  signes  dans  la  défini- 
lion  de  toutes  les  quantités  qui  v  entrent.  Et  comme  v  =  — , 
^                ^     -  cit 

on  aura 

at- 


•2 


bt  —  c, 


c  désignant   la   valeur   initiale   de   x,   et   déterminant,  par 
conséquent,  la  position  initiale  du  mobile. 

174.  Si  la  force,  au  lieu  d'être  constante,  augmentait  ou 
diminuait  d'une  manière  continue,  on  pourrait  regarder 
comme  évident  que  la  vitesse  ne  croîtrait  plus  de  quantités 
égales  dans  des  temps  égaux,  comme  dans  le  cas  où  la  force 
était  toujours  la  même.  On  conçoit  au  reste  combien  il  a 
été  facile  de  vérifier  par  l'expérience  cette  induction  si 
naturelle.  Et  nous  en  déduisons  cette  conséquence  immé- 
diate, que  : 

Si  un  point  matériel  est  animé  d'un  mouvement  uni- 
formément varié,  il  est  nécessairement  sollicité  par  une 
force  constante. 

175.  Masse  des  corps.  —  L'expérience  montre  que  la 
force  ne  produit  pas  toujours  un  mouvement  indentique 
quand  elle  est  appliquée  à  des  corps  différents.  Ce  fait 
donne  lieu  à  une  notion  nouvelle  qui  est  celle  de  masse. 

On  dit  que  deux  corps  d'espèce  quelconque  ont  même 
niasse,  lorsque  des  forces  égales  produisent  des  mouve- 
ments identiques  sur  ces  corps,  libres  et  partant  du  repos. 
Si  on  lie  ensemble  deux  corps,  on  en  forme  un  nouveau 
dont  la  masse  est  dite  la  somme  des  masses  des  deux 
autres.  L'idée  de  masses  égales  conduit  à  celle  de  masses 
dans  un  rapport  quelconque;  et  les  masses  de  tous  les  corps 
peuvent  être  représentées  par  des  nombres,  si  on  les  rap- 
porte à  celle  d'un  volume  connu  dune  matière  déterminée. 
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On  voit  par  là  que  des  corps  formés  d'une  même  sub- 
stance homogène  onl  des  masses  proportionnelles  à  leurs 
volumes  et,  par  conséquent,  aux  quantités  de  matière  qu'ils 
renferment.  Mais,  comme  on  ne  pourrait  attacher  aucun 
sens  précis  à  la  comparaison  des  quantités  de  matière  de 
deux  substances  différentes ,  ni  surtout  en  tirer  aucune 
conséquence  relativement  aux  effets  des  forces,  on  n'a  dû 
admettre  d'autres  caractères  distinctifs  entre  les  différents 
corps  et  les  différenlcs  substances,  que  ceux  qui  dépendent 
de  la  manière  dont  ils  se  comportent  sous  l'action  des  forces 
qui  les  mettent  en  mouvement. 

La  notion  de  la  masse  offre  donc  cette  différence  essen- 
tielle avec  celle  de  la  force,  qu'elle  ne  peut  s'acquérir  que 
par  le  mouvement  ;  tandis  que  la  notion  de  la  force  peut 
s'acquérir,  soit  en  produisant  un  mouvement,  soit  en  l'em- 
pêchant de  se  produire. 

476.  Densité.  —  On  appelle  densité  d  un  corps  homo- 
gène la  masse  renfermée  sous  l'unité  de  volume;  elle  est, 
par  conséquent,  le  rapport  de  la  masse  renfermée  sous 
un  volume  quelconque  à  ce  volume. 

Lorsqu'un  corps  n'est  pas  homogène,  on  appelle  densité, 
en  un  quelconque  de  ses  points,  la  densité  moyenne  d'une 
portion  du  corps,  infiniment  petite  dans  tous  les  sens,  dans 
laquelle  se  trouve  ce  point,  ou,  en  d'autres  termes,  la 
limite  du  rapport  de  la  masse  renfermée  dans  celte  portion 
à  son  volume,  quand  il  tend  vers  la  limite  zéro.  Celte  limite 
devra  êlre  employée  de  la  même  manière  que  la  densité 
dans  les  corps  homogènes,  quand  il  s'agira  de  calculer  la 
masse  d'une  porlioii  liiiicd'un  corjis  non  homogène,  j)ourvu 
qu'on  la  décompose  on  éléuKMils  inliniinenl  p«Mits  d.ins  tous 
les  sens.  Et  c'est  pour  colle  raison  <]iio  la  déiioniiiKilion  dv 
densité  a  dn  être  étendue  ù  celle  limilc 
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177.  Si  deux  points  ayant  des  masses  égales  partent  du 
repos,  et  sont  sollicités  par  des  forces  égales  et  parallèles, 
ils  prendront  un  mouvement  identique,  et,  par  conséquent, 
on  ne  changera  rien  à  leur  état,  en  supposant  qu'ils  soient 
liés  invariablement  l'un  à  l'autre,  et  que  leur  système  soit 
sollicité  par  la  force  double  qui  est  la  résultante  des  deux 
autres,  et,  par  conséquent,  appliquée  au  centre  de  gravité 
des  deux  points.  Il  en  serait  de  même  pour  un  nombre 
quelconque  de  points,  de  sorte  que  si  deux  masses  sont  dans 
le  rapport  de  m  à  n,  et  quelles  soient  sollicitées  par  des 
forces  dans  le  même  rapport,  appliquées  à  leurs  centres  de 
gravité  respectifs,  elles  prendront  des  mouvements  identi- 
ques, et  tous  leurs  points  décriront  des  droites  parallèles. 

Si  l'une  des  masses  était  sollicitée  par  une  force  moindre 
ou  plus  grande  que  celle  qui  résulte  de  cette  proportion, 
elle  aurait  évidemment  un  mouvement  différent  de  l'autre. 
D'où  résulte  cette  réciproque,  que  si  deux  masses  inégales 
ont  un  même  mouvement,  les  forces  qui  leur  sont  appli- 
quées sont  proportionnelles  à  ces  masses. 

178.  Application  de  ce  qui  précède  à  la  pesanteur.  — 
L'expérience  a  appris  que  tous  les  corps,  abandonnés  dans 
lo  vide  à  la  libre  action  de  la  pesanteur,  prennent  des  mou- 
vements identiques,  quelles  que  soient  leur  grandeur,  leur 
espèce  et  par  conséquent  leur  masse.  On  doit  conclure  de  là 
que  les  forces  respectives  auxquelles  tous  les  corps  sont 
soumis,  pendant  leur  mouvement,  par  V action  de  la 
pesanteur^  ou  les  poids  de  ces  corps,  sont  proportion- 
nelles aux  masses  de  ces  corps. 

L'expérience  a  encore  fait  connaître  les  deux  faits  sui- 
vants, dont  l'un  est  une  conséquence  de  l'autre,  savoir  : 
que  les  espaces  parcourus  par  un  corps  qui  part  du  repos, 
et  est  abandonné  à  la  libre  action  de  la  pesanteur,  sont  pro- 
portionnels aux  carrés  des  temps  ;  et  que  les  vitesses  acquises 
Dlh.  —  Mt-th.  IV.  i6 
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sont  proporlionncUes  aux  temps.  De  liin  ou  de  l'autre  de 
ces  laits,  on  conclut,  d'après  la  discussion  précédente,  que 
la  force  à  laquelle  ce  corps  est  soumis  est  constamment  la 
même  pendant  tout  le  cours  de  son  mouvement. 

On  peut  reconnaître  encore  que  son  intensité  est  la  même 
que  lorsque  le  corps  est  en  repos.  En  effet,  au  moven  d'un 
appareil  semblable  à  celui  de  la  machine  d'Atwood,  on  peul 
communiquera  un  corj^s  un  mouvement  vertical  uniforme. 
Dans  ce  cas,  la  force  produite  par  la  pesanteur  est  détruite, 
et  l'on  peut  en  avoir  la  mesure  exacte  par  la  tension  d'un 
ressort  auquel  serait  suspendu  le  corps  et  qui  participerait 
au  mouvement  vertical.  Or  l'expérience  prouve  que  cette 
tension  est  la  même  que  lorsque  le  svstème  est  en  repos; 
d'où  il  suit  que  le  ])oicls  d'un  corps  est  le  même  dans 
l'état  de  repos  et  dans  l'état  de  mouvement. 

Les  masses  des  corps  étant  donc  proportionnelles  à  leurs 
poids  dans  l'état  de  repos,  les  instruments  cjui  servent  à 
mesurer  ces  poids  serviront  à  déterminer  les  rapports  des 
masses,  et  l'on  pourra  représenter  ces  dernières  quantités 
par  des  nombres,  en  prenant  pour  unité  la  masse  dun  vo- 
lume déterminé  d'une  substance  choisie  arbitrairement,  et 
prise  à  une  température  déterminée.  Avant  les  expériences 
de  Galilée  sur  la  chute  des  corps,  on  ne  pouvait  savoir  que 
les  masses  étaient  proportionnelles  aux  poids  ;  ot  il  en  serait 
tout  autrement  si  la  pesanteur  était,  par  exemple,  une  force 
du  genre  des  attractions  magnétiques  qui  ne  s'exercent  pas 
sur  toutes  les  substances,  et  même  qui  s'exercent  inégale- 
ment sur  celles  qui  sont  soumises  à  leur  iniluence. 

\~\).  La  vitesse  acquise  par  les  corps  pesants  tombant 
librement  dans  le  vide,  piMidant  nii  temps  donné,  dépond 
du  lieu  où  se  lait  la  chute;  elle  subit  de  petites  variations 
suivant  la  latitude  et  l'élévation  au-dessus  du  ni\eau  de  la 
mer.  Nous  ne  nous  proposons  pas  ici  d'en  faire  connaître 
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les  lois,  cL  nous  nous  bornerons  à  donner  la  valeur  de  la 
vitesse  acquise  par  un  corps  qui  tomberail  pendant  runih' 
de  temps,  dans  le  vide,  à  l'Observatoire  de  Paris. 

Pour  déterminer  d'abord  l'unité  de  temps,  nous  suppo- 
serons le  jour  moven  partagé  en  n'j  heures,  Tlieure  en 
Go  minules,  la  minute  ei?  60  secondes:  et  nous  prendrons 
pour  unité  la  seconde,  ou  la  SG/joo'^'  partie  du  jour  moyen. 

Le  jour  sidéral,  ou  la  durée  de  la  rotation  de  la  terre  sur 
elle-même,  est  plus  court  que  le  jour  solaire  à  cause  du 
mouvement  pi'opre  du  soleil;  il  n'est  que  de  86164,09  se- 
condes. Cela  posé,  si  nous  désignons  par  ^  la  vitesse  acquise 
pendant  i  seconde  par  un  corps  tombant  dans  le  vide,  à 
l'Observatoire  de  Paris,  nous  aurons,  d'après  des  expé- 
riences précises  dont  nous  ne  parlerons  pas  ici, 

é'  =  9"',8o896, 

le  mètre  étant  l'unité  de  longueur. 

180.  D'après  ce  que  nous  avons  vu  dans  le  mouvemeni 
unilbrmément  varié,  nous  aurons,  dans  le  cas  d'un  corps 
qui  tombe  verticalement  dans  le  vide,  en  supposant  la  vi- 
tesse initiale  nulle,  prenant  l'origine  des  x  au  point  de 
départ,  et  les  r  positifs  dans  le  sens  de  la  pesanteur, 

et,  par  suite. 


v'-—.'2gx,      ou      K-    :-\JlgX. 

Cette  dernière  expression  s'appelle  communément  la  vitesse 

fine  à  la  hauleur  x,  et  réciproquement,  x  ou  —  s'appelle 

ig 

la  hauteur  due  à  la  vitesse  v. 

Si  le  corps  est  lancé  verticalement  de  bas  en  haut  avec 
une  vitesse  «,  on  aura,  en  prenant  l'origine  des  x  au  point 
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de  départ,  et  les  x  positifs  en  sens  contraire  de  la  pesan- 
teur, 

r  =:  a  —  gt,      X  ^=1  al  —  '■ 

La  vitesse  deviendra  nulle  pour  /  =:  -,  d'oii  j:  =  — -•  Le 

mobile  monte  donc  pendant  un  temps  égal  à  celui  qu'il 
mettrait  à  acquérir  la  vitesse  initiale  a;  et  l'espace  qu'il 
parcourt  en  s'élevant,  est  égal  à  celui  qu'il  parcourrait  en 
descendant  pendant  le  même  temps  sans  vitesse  initiale. 

Le  mobile  après  le  temps  a  redescend,  puisque  l'expres- 
sion de  la  vitesse  change  de  signe;  et,  d'après  ce  qui 
vient  d'être  dit,  il  doit  se  trouver  au  point  de  départ  avec 
une  vitesse  égale   à    —   «,   après    un  nouvel  intervalle   de 

temps  égal  à  —  •  Et,  en  effet,  les  formules  précédentes,  pour 


la     1 

— ,  donnent 


p  =r  —  a,      X  =iO. 


CHAPITRE  V. 

PRINCIPE  DE  LA  PROPORTIONNALITÉ  DE  LA  VITESSE 
A  LA  FORCE. 


181.  Ce  principe  fondamental  consiste"  en  ce  que  deux 
forces  constantes  quelconques  qui  sollicitent  des  masses 
égales  pendant  un  même  temps,  leur  font  acquérir  des 
vitesses  qui  sont  entre  elles  dans  le  même  rapport  que  les 
deux  forces. 

Beaucoup  de  géomètres  ont  admis  en  principe  comme 
une  hypothèse  ;  et  ils  vérifiaient  son  exactitude  par  l'accord 
entre  les  résultats  des  théories  fondées  sur  elle,  et  des 
expériences  ou  des  observations  directes. 

Mais,  comme  il  est  une  des  bases  principales  de  la  science, 
nous  croyons  devoir  montrer  comment  on  peut  en  recon- 
naître l'exactitude  par  des  expériences  de  différente  nature, 
et  que  Ton  peut  faire  pour  autant  de  valeurs  différentes  que 
l'on  voudra  de  la  force  accélératrice  constante;  ce  qui  n'em- 
j)èchera  pas  d'ailleurs  de  faire  par  la  suite  les  vérifications 
dont  on  se  contentait  ordinairement. 

Pour  étudier  la  loi  suivant  laquelle  varie  le  mouvement 
d'une  même  masse,  sollicitée  successivement  par  diverses 
forces  constantes,  et  partant  toujours  de  l'état  de  repos, 
entendu  comme  nous  l'avons  expliqué  une  fois  pour  toutes, 
on  peut  faire  usage  d'appareils  analogues  à  la  machine 
d'Atwood,  et  qui  donnent  le  moven  de  faire  varier  d'une 
infinité  de  manières  la  force  appliquée  à  une  même  masse, 
et  de  mesurer  avec  une  grande  précision  la  vitesse  ac([uise 
après  l'unité  de  temps.  Jl  sera  facile  alors  de   déterminer 
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la  loi  suivanl  laquelle  cette  vitesse  varie  avec  la  force  qui  la 
produit. 

Désignons  par  M  la  masse  de  l'un  quelconque  des  poids 
égaux,  primitivement  en  équilibre  sur  la  machine,  et  par  m 
la  masse  du  poids  additionnel  p.  Tous  les  points  du  svs- 
tème  ayant  le  même  mouvement,  des  masses  égales  sont 
sollicitées  par  des  forces  égales;  ainsi  une  masse  égale 
à  m  ne  sera  plus  sollicitée  par  la  force  p,  mais  par  la  force 

/"  n  1'  I     •  •     I  M 

p  '—T-r >  ou  ■ —•  et  1  on  peut  choisir  le  rapport  — 

'^   2. M  --  /n  M  •  ^^        ni 

I  -t-  2  — 

m 
de  manière  que  la  masse  ni  soit  sollicitée  par  une  force 
ayant  une  valeur  quelconque  comprise  entre  o  et  p.  Or, 
en  déterminant  les  vitesses  acquises  dans  chaque  cas  après 
une  seconde,  comme  on  peut  le  faire  par  des  procédés  très 
précis  que  nous  ne  pouvons  détailler  ici,  on  les  trouvera 
dans  le  même  rapport  que  les  forces,  avec  d'autant  plus 
d'approximation  que  l'on  aura  plus  diminué  les  résistances 
étrangères. 

On  peut  même  s'assurer  que  la  force  appliquée  à  la 
masse  aM  est  constante  pendant  le  mouvement.  Il  suffira 
de  suspendre  le  poids  additionnel  au  moyen  d'un  ressort 
qui  en  fasse  partie,  ou  qui  soit  compris  dans  l'une  des 
masses  en  équilibre.  On  reconnaîtra  qu'il  est  toujours  éga- 
lement tendu  |)CiulaMt  le  mouvoincnt,  et  (pie  par  conséquent 
la  force  avec  laquelle  la  masse?  .iMcst  tirée  est  constante. 
Sa  valeur,  indiquée  juir  iallongemenl  du  ressort,  étant  di- 
visée par-^— ,  donnera  la  Ibrce  appliquée  à  la  masse  «/,  el 
devra  coïncider  avec  celle  (pif  nous  aNÎons  déjà  trouvée, 
savoir ' — ^. 

I   -t     2  — 
f/l 

482.    ^11  pourrait  rncore  dimiiinrr  la   pesanteur  dans  un 
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rapport  connu  arbitraire,  eu  laisant  descendre  un  corps  sur 
un  plan  incliné.  En  elfel,  si  Ton  désigne  par  a  langle  de  la 
verticale  avec  ce  plan,  la  force  appliquée  au  corps,  au  lieu 
d'être />,  sera/?cosa,  et  pourra  prendre  toutes  les  valeurs 
depuis  ©jusqu'à />.  On  pourra  encore  déterminer  les  vitesse^ 
acquises  après  une  seconde,  et  l'on  trouvera  ces  vitesses 
proportionnelles  aux  forces,  ou  du  moins  cette  loi  se  rap- 
prochera d'autant  plus  de  l'exactitude,  que  l'on  aura  dimi- 
nué davantage  les  frottements  et  résistances  de  toute  espèce. 
Nous  regarderons  maintenant  ce  jirincipe  comme  démon- 
tré, ainsi  que  les  précédents,  et  l'objet  de  la  science  sera  de 
déduire  de  ces  premières  données,  tirées  de  Tobservation 
de  la  nature,  toutes  les  lois  du  mouvement  dans  les  circon- 
stances les  plus  compliquées.  La  conformité  que  l'on  trou- 
vera constamment  entre  les  résultats  de  l'observation  directe 
des  phénomènes,  et  ceux  que  le  calcul  annonce  en  admet- 
tant ces  principes,  constituera  une  xérification  qui  ne  laissera 
aucun  doute  sur  leur  exactitude. 


COMPARAISON    DES    FORCES    QUI   AGISSENT    SUR    DES    MASSES 
QUELCONQUES. 

183.    Si  l'on  applique  une  force  constante />  à  un  corps 
ayant  une  masse  //?,  et  conçu  comme  réduit  à   un   point. 

chaque  unité  de  masse  est  sollicitée  par  la  force  —•  Si  l'on 
'  ^  m 

conçoit    une   seconde   force   constante  //  appliquée  à   unr 

masse  m\  l'unité  de  masse  de  ce  nouveau  corps  est  sollicitée 

par  la  force  —,  • 
'  ni 

Les  mouvements  de  ces  deux  corps  étant  évidemment  le-) 

mêmes  que  ceux  de  chacune  de  leurs  parties,  et  les  vitesses 

acquises  au  bout  du  même  temps  par  des  masses  égales,  étant 
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proportionnelles  aux  forces  qui  les  produisent;  si  Ton  dé- 
signe ces  vitesses  par  v,  v\  on  aura 

P     P 

(•  :  r'  :  :  —  :  ~ ,    ou    «  :  p  \  \  mv  :  m' t'. 

m     m 

D'où  il  résulte  que  deux  forces  constantes  sont  entic 
elles  comme  les  produits  des  masses,  auxquelles  elles  sont 
appliquées,  par  les  vitesses  qu'elles  leur  font  acquérir 
dans  le  même  temps.  La  proportion  précédente  peut  se 
mettre  sous  la  forme 

p  ^  ni    {' 
p'        m'    (•' 

Si  donc  on  prend  pour  unités  de  leurs  espèces  respectives 
les  quantités  désignées  par/?',  m',  v',  on  aura 

p  T=  nn'. 

Ainsi  les  forces  seront  mesurées  par  le  produit  de  la 
masse  du  corps  auquel  elles  sont  a/qdiquées,  par  la  vi- 
tesse qu'elles  lui  font  acquérir  pendant  l'unité  de  temps: 
en  entendant  que  l'on  a  pris  pour  unité  de  force  celle  qui 
fait  acquérir  à  l'unité  de  masse,  dans  Tunité  de  temps,  une 
vitesse  égale  à  l'unité  de  longueur. 

Cette  mesure  s'appliquera  évidemment  aux  forces  pro- 
duisant des  quantités  de  mouvement  finies  dans  des  temps 
inappréciables.  Si  ces  forces  n"aj;iss('nl  pas  avec  une  inl«'n- 
sité  constante,  c'est  à  leur  valeur  moyenne  que  celle  mesure 
s'appliquera. 

J8i.  Si  Ton  voulait  comparer  l<\s  inlt^nsilés  de  deux 
forces  />,  />',  <pii  dans  des  temps  dint-rents  /,  /'  auraient 
fait  acfpiérir  drs  vitesses  v,  v'  aux  masses  m,  m',  il  fau- 
drait ramener  les  temps  à  être  égaux,  j)ar  exemple  à  I  unité, 
avanl    d'y    ajipliqurr    lit     proposition     précédente.     Or,     la 
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iiiiissc  m  aurait  acquis  la  vitesse  -  dans  le   temps  i,   et  la 
masse  /»  ,  la  vitesse—;  on  aura,  par  conséquent, 

/  ..  ""■  .  rti' v'  _ 
P  -P  •'  —f-  -y-j 

et   si    l'on   suppose  que  y?',  /?«',  v' ^  t'   soient    tous    égaux    à 
l'unité,  on  aura 

l'unité  de  force  étant  la  même  que  dans  le  cas  précédent. 
On  est  convenu  d'appeler  quantité  du  mouvement  d' un 
corps  le  produit  de  sa  masse  par  sa  vitesse.  On  peut  donc 
dire  qu^ une  force  constante  cjuelconque  est  mesurée  par 
la  quantité  de  mouvement  qu'elle  produit  dans  V unité 
de  temps. 

185.  Unités  de  force  et  de  masse.  —  Jusqu'ici  nous 
navons  fixé  que  les  unités  de  longueur  et  de  temps,  qui 
sont  respectivement  le  mètre  et  la  seconde.  Nous  avons 
laissé  indéterminées  celles  qui  se  rapportent  aux  forces  et 
aux  masses;  seulement  nous  les  avons  liées  par  la  condition 
([ue  l'unité  de  force,  appliquée  à  l'unité  de  masse  pendant 
lunité  de  temps,  lui  fît  acquérir  une  vitesse  égale  à  l'unité. 
Nous  conviendrons  maintenant  de  prendre  pour  unité  de 
force  le  kilogramme,  c'est-à-dire  le  poids  d'un  décimètre 
cube  d'eau  distillée  prise  à  la  température  du  maximum  de 
densité,  et  considéré  à  l'Observatoire  de  Paris.  Voyons  ce 
que  sera,  d'après  cela,  l'unité  de  masse,  c'est-à-dire  la 
masse  qui,  sollicitée  pendant  une  seconde  par  une  force 
constante  égale  au  poids  de  i"*^,  aquerrait  une  vitesse  de 
i™  par  seconde. 

Or,    la  masse  de    i**""^   d'eau,    sollicitée   par    une    force 
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égale  à  i"*^,  c'esl-à-diro  par  son  poids  à  rObservaloire, 
acquiert  la  vitesse  f^  dans  une  seconde;  donc  la  masse  d'un 
nombre  ^  de  décimètres  cubes  d'eau,  sollicitée  par  la  même 
force  de  i*^,  acquerrait  une  vitesse  égale  à  l'unité  :  elle  est 
donc  l'unité  de  masse. 

Ainsi,  en  prenant  la  seconde  pour  unité  de  temps,  le 
mètre  pour  unité  de  longueur,  et  le  kilogramme  pour  unité 
de  force,  la  masse  prise  pour  unité  doit  être  celle  de 
9**""^, 80896  d'eau  distillée  prise  à  la  température  de  4"- 

Les  masses  pourront  toujours  être  remplacées  par  des 
poids  ;  ce  qui  est  plus  commode,  puisque  ce  sont  les  poids 
qui  se  mesurent  immédiatement  avec  les  instruments.  On 
observera  pour  cela  que  si  P  désigne  le  poids  du  corps  dont 
la  masse  est  m,  on  aura  P  =  mg,  puisque  g  unités  de  force 

I* 
expriment  le  poids  de  lunité  de  masse  ;  on  en  lire  m  =  — ; 

o 
mais  il  ne  faudra  pas  oublier  que  tout  se  rapporte  au  svs- 

tènie  d'unités  que  nous  venons  d'établir. 

186.  Poids  spécifique.  —  On  appelle  densité  d'une 
substance  homogène  la  masse  qu'elle  renferme  sous  l'unité 
de  volume  ;  le  poids  spécifique  est  le  poids  de  cette  masse. 
Il  résulte  de  là,  que  si  l'on  désigne  par  D  la  densité  dune 
substance,  son  poids  spécifique  sera  Dj^;  et  si  l'on  considère 
une  portion  de  cette  substance  dont  le  volume  soit  désigne 
par  V,  la  masse  par  M,  et  le  poids  par  P,  on  aura 

M      \1>,     I'      \n,-. 

On  voit  par  là  que  si  Ton  formait  la  Table  des  densités  et 
celle  des  poids  spécifiques  d'une  série  de  substances  homo- 
trènes,  les  nombres  de  la  sec«^nde  ne  dilléreraienl  de  Icui's 
correspondants  d("  l;i  i^rcrnièn^  qur  par  !•'  larteur  con- 
stant f^. 

\.c  plu^  ordiiiairtMnoiil ,  diins   <-(>s  'l^iblfs,   mi   pri'nd   p(tiii- 
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lerme  de  compaiaisoii  loau  disllUée,  prise  ù  la  lempéialure 
(lu  maximum  de  densité  ;  et  l'on  représente  par  l'unité, 
dans  Tune  la  densité,  dans  l'autre  le  poids  spécifique  dr 
l'eau.  Dans  cette  supposition,  les  deux  Tables  seraient  com- 
posées des  mêmes  nombres,  et  on  se  borne  à  l'une  des  deuv 
dans  tous  les  ouvrages  de  Physique.  On  peut  l'appeler 
IndifTéremmenL  Table  des  densités  ou  Table  des  poids 
spcci/iijues.  Mais  il  faut  bien  se  souvenir  que  les  poid> 
spécifiques  des  substances,  tels  qu'ils  doivent  être  substitués 
dans  les  formules  de  la  Mécanique,  s'obtiennent  en  multi- 
pliant les  nombres  donnés  par  la  Table,  par  le  poids  spéci- 
fique de  l'eau  qui  est  looo,  puisque  le  mètre  cube  est  l'unité 
de  volume,  et  le  kilogramme  Tunilé  de  force.  Et  de  même, 
pour  avoir  les  densités  de  ces  substances,  il  faudra  mulli- 

plier  les  nombres  correspondants  de  la  Table  par • 

S 

PRINCIPE  DE  l'Égalité  de  l'action  et  de  la  réaction  dans  le 

MOUVEMENT.    —   FORCE   d'iNERTIE. 

187.  Considérons  un  point  matériel  soumis  à  l'action 
dune  force  constante,  qui  lui  fait  parcourir  une  ligne  droite 
d'un  mouvement  uniformément  accéléré.  On  peut  remplacer 
celte  force,  quelle  qu'elle  soit,  par  un  corps  qui  pousserait 
ou  tirerait  le  point,  de  manière  à  lui  faire  suivre  le  même 
mouvement;  auquel  cas  la  force  produite  par  sa  liaison  au 
corps  serait  la  même  que  la  première.  Or,  si  l'on  réalise  cet 
état  de  choses  en  poussant  ou  en  tirant  un  corps  quelconque 
au  moyen  d'un  ressort  dont  on  puisse  négliger  la  masse,  on 
reconnaîtra  qu'il  arrive  toujours  à  un  état  permanent  de 
tension.  Il  résultera  de  là,  en  ne  tenant  pas  compte  de  la 
force  nécessaire  pour  produire  l'accélération  du  ressort  dont 
la  niasse  est  considérée  comme  insensible,  que  ce  ressort  est 
sollicité  à  chaque  instant  par  deux  forces  en  équilibre,  et 
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par  suite  égales  et  contraires.  Donc  l'action  exercée  à  lune 
des  extrémités  du  ressort,  et  qui  produit  laccélération,  est 
toujours  accompagnée  d'une  autre  action  égale  et  contraire 
appliquée  à  l'extrémité  qui  est  liée  au  corps.  Celte  dernière 
force  est  nommée  réaction  du  corps,  et  les  expériences  que 
nous  venons  d'indiquer  démontrent  que  Vaction  est  con- 
stamment égale  à  la  réaction^  dans  tout  mouvement  où  la 
force  est  constante;  et  par  conséquent  aussi  dans  le  cas  où 
elle  est  variable,  puisqu'on  peut  toujours  la  considérer 
comme  constante  dans  un  intervalle  de  temps  infiniment 
petit.  C'est  cette  réaction  qu'on  appelle ybrce  d'inertie. 

Le  principe  étant  établi  pour  tous  les  cas  où  la  force  est 
produite  par  des  liaisons  matérielles,  on  l'étend  naturelle- 
ment au  cas  même  où  l'on  n'aperçoit  aucun  intermédiaire 
entre  les  deux  points  qui  agissent  l'un  sur  Tautre  ;  action 
qui  est  toujours  dirigée  suivant  la  droite  qui  les  joint.  Celte 
extension  est  confirmée  par  l'accord  entre  les  phénomènes 
observés,  et  les  calculs  fondés  sur  celte  hypothèse;  et  d'ail- 
leurs elle  peut  être  démontrée  expérimentalement  toutes  les 
fois  que  les  corps  entre  lesquels  a  lieu  l'action  mutuelle 
peuvent  être  liés  l'un  à  l'autre  de  manière  à  former  un  sys- 
tème rigide  libre  :  on  reconnaît  par  l'immobilité  de  ce  sys- 
tème que  les  deux  forces  sont  contraires  el  égales. 

Nous  admellons  donc  ce  j>rincipe  général,  que  toutes  les 
(ois  qu'un  point  matériel  produit  une  action  sur  un  autre, 
ce  dernier  exerce  toujours  une  action  égale  et  contraire  sur 
le  premier;  de  sorte  que,  si  ces  points  venaient  à  être  liés 
invariablement,  les  deux  actions  se  détruiraient  exactement. 


CHAPITRE  VI. 

ÉQUATIONS    DIFFÉRENTIELLES  DU  MOUVEMENT   IIECTILIGNE. 


EXPRESSION   DE    LA   FORCE    DANS    LN   MOUVEMENT   RECTILIGNE 
QUELCONQUE. 

188.  Nous  avons  vu  que  deux  forces  constantes  sont 
entre  elles  comme  les  quantités  de  mouvement  qu'elles  ont 
communiquées  dans  le  même  temps.  D'où  il  est  résulté 
(|u'une  force  constante  peut  être  mesurée  par  la  quantité  de 
mouvement  qu'elle  produit  dans  l'unité  de  temps,  en  pre- 
nant pour  unité  de  force  celle  qui,  dans  l'unité  de  temps, 
fait  acquérir  à  l'unité  de  niasse  une  ^-itesse  égale  à  l'unité. 
\  oyons  comment  on  peut  ramener  à  ce  cas  celui  d'une  force 
qui  varie  à  chaque  instant  suivant  une  loi  arbitraire.  La 
question  consiste  à  déterminer  la  vitesse  qu'elle  ferait 
acquérir  à  l'unité  de  masse  pendant  l'unité  de  temps,  si  elle 
conservait  l'intensité  qu'elle  a  à  l'instant  que  l'on  considère. 

Supposons  donc  un  mouvement  rectiligne  quelconque; 
soient  r  la  vitesse  du  point  mobile  auquel  nous  suppose- 
rons une  masse  égale  à  l'unité,  x  sa  distance  à  l'origine,  t  le 
temps  compté  à  partir  d'une  époque  quelconque;  désignons 
par  5  la  force  variable  qui  sollicite  le  point  à  chaque 
instant,  c  est-à-dire  son  rapport  à  l'unité  de  force,  qui  est 
mesuré  par  la  vitesse  qu'elle  ferait  acquérir  pendant  l'unité 
de  temps  au  mobile  en  question,  dont  la  masse  est  égale  à 
l'unité. 

Si  la  force  était  constante,  il  suffirait  de  diviser  la  vitesse 
qu'elle   communiquerait    au    point   dans    un    temps    quel- 
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conque,  par  ce  temps,  el  l'on  aurait  la  vitesse  communiquée 
dans  l'unité  de  tenq^s.  Mais,  dans  le  cas  actuel,  si  la  force 
est  c  à  un  certain  instant,  elle  sera  augmentée  d'une  certaine 
quantité  Ao  après  le  temps  A/,  et  raccroissement  Ar  de  la 
^ilesse  ne  sera  pas  dû  à  la  force  s,  mais  pourrait  être  produit 
par  une  force  comprise  entre  ç  et  o  ~  As,  et  qui  agirait 
avec  une  intensité  constante  pendant  le  même  temps  \t. 

Cette  force  intermédiaire  ç'  sera  égale  à  —  >  c'est-à-dire  que 

cette  expression  mesure  la  vitesse  qu'elle  communiquerait 
au  point  dans  l'unité  de  temps. 

Mais  l'équation  rigoureusement  exacte  o'  -^  -—  ayant  lieu 

quel  f[ue  soit  l'intervalle  de  temps  Ai,  et  ç'  se  rapprochant 
indéfiniment  de  ç  à  mesure  que  Aï  tend  vers  zéro,  puisque 
alors  As  tend  aussi  vers  zéro,  il  en  résulte,  en  prenant  les 
limites  des  deux  membres  de  l'équation. 

Telle  est  la  mesure  exacte  de  la  force  appliquée  à  l'unité 
de  masse,  dans  un  mouvement  rectiligne  quelconque.  Elle 
est  de  même  signe  que  dv,  de  sorte  qu'en  employant  cette 
formule,  on  regarde  la  force  comme  positive  quand  elle 
tend  à  augmeuter  la  vitesse,  et  coiimie  m'-gatlve  quand  elle 

tend  à  la  diminuer;  mais  l'expression  «le  e<lle-ci  est  -^>  el 

est  positive  quand  le  mouvement  a  li<'u  dans  le  sens  des 
X  positifs  :  donc  la  force  sera  positive  cpiand  elle  agira  dans 

ce  même   sens,  nuis((n'»'lle  rendra  -^  ou   i-  plus  "-rand  eu 

valeur  algébrique;  elle  sera  négative  dan-^  le  sens  contraire. 

Si    dans    l'expression    de   ;    un    ifin|>laoe    *•    par--»  on 
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oblienl 

f/Kr 

189.  Si  mainlcnanl  on  considère  un  poinl  donl  la  masse 

soil  /n,   la  force   qui  le  sollicite  sera  mesurée  par  m  -j-, 

puisque   le  point  qui    aurait   le    mt'nie  mouvement  et  une 

masse  égale  à  l'unité  serait  sollicité  par  la  force  —  >  cl  que 

nous  avons  vu  que,  dans  des  mouvemenls  identiques,  les 
forces  sont  entre  elles  comme  les  masses. 

On  est  convenu  d'appeler  force  tnotrice   celle  qui  est 
appliquée  à  une  niasse  donnée  quelconque;  sa  mesure  est 

dv  cl-,r 

m  — p5      ou      ui  —rr', 
dl  di-  ' 

et  l'on  appelle ybrc^  «cce/é/*fl ///ce  celle  <pii,  dans  le  mou- 
vement que  l'on  considère,  sollicite  l'unité  de  masse  ;  elle; 
a  pour  mesure 

rA'  d'-x 

di'     ""     -dF-' 

Cette  expression,  considérée  dans  le  mouvement  en  lui- 
même,  en  mesure  V accélération  positive  ou  négative. 

USAGE    DES   FORMULES   GÉNÉRALES   DU    MOUVEMENT   VARIÉ. 

190.  Ces  formules  sont 

dx  f/c d-x 

^^lû'      "^  ~^  'dt~^  di^' 

ou  encore,  en  remettant  pour  dl  sa  valeur  tirée  de  la  pre- 
mière, 

dx 
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Examinons  les  différentes  questions  auxquelles  elles 
peuvent  donner  lieu. 

1°  Supposons  que  Ton  donne  x  =  F (t),  on  obtiendra 
l'expression  delà  vitesse  et  delà  force  par  de  simples  diffé- 
rentiations  par  rapport  à  t. 

2"  Soit  i>  =  F(05   ^^  3iVLr3L 

^~  dt~      dt     * 

on  connaîtra  donc  la  force  accélératrice. 

On  connaîtra  la  position  du   point  à  chaque   instant  en 

cLr 
intégrant  l'équation  — —  =  F(f),  qui  donne 


:  f¥{t)dt. 


La  constante  relative  à  cette  intégration  se  déterminera  pai 
la  position  initiale  du  point. 

3°  Soit9  =  F(^). 

On  connaîtra  la  vitesse  par  la  formule 


:jF{t)dl, 


et  Ion  déterminera  la  constante  d'après  la  valeur  iiiilialo 
de  ('.  Soit  ainsi  V  =y"(/)  ;  on  aura  la  valeur  de  J'  au  moyen 
de  la  formule  suivante  : 


.=/> 


et  la   constante   introduite   par   celte   nouvelle   intégration 
dépendra  de  la  position  initiale  du  point. 
4"  Soit  v=  F(-r),  on  en  ronelura 

dt  ^  J  F(.r)' 

la  constante  se  tiétcrminera  d'après   la  position  initiale  du 
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poinl,  et  Ton  aura  ainsi  une  équation  finie  entre  x  et  t.  La 
dx 


force  o  ou  -y—  sera  égale  à  F'(.r)F(x). 


5"  Soit  5  =  F(j:);  si  l'on  remplace  9  par  --j—;i  on  aura 

-r— :=F(j7);       d'où       i'<:A' r=:  F(.c)c/j7, 

et,  on  intégrant, 

On  parviendrait  encore  à   ce  résultat  en  remplaçant  o  par 
—rr\  on  aurait  alors 

d-x 

dx     .      . 
Si  l'on  multi|>lic  les  deux  membres  para  —j- y  il  vient 

dx  d-x         _ ,     ^  dx 
dt    dt-  ^     '  dt 

et  les  deux  membres  de  celle  équation  sont  des  dérivées, 
par  rapport  à  ^,  le  premier,  de  (  -y-  1  >  et  le   second,   de 

2  /  ¥[x)dx'j  on  aura  donc 

ce    f{ui    n'est    autre    chose    que    l'équation    précédemment 
obtenue. 

La  constante  renfermée  dans    /   se  détermine  par  les  va- 
leurs initiales  de  x  et  r.  On  connaît  ainsi  la  vitesse  en  un 

point  quelconque  du   mouvement,  et  il  reste  à  trouver  uih; 
équation  entre  x  et  t.  Désignons  2/F(x)dx  par/(  j:)  ;  nous 
DuH.  —  Méth.  IV.  17 
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aurons 


(Il 


et  la  conslanlc  sera  déterminée  par  la  valeur  initiale  de  x. 
6"  Soit  enfin©  ^=  l'  (^Oî  on  aura  alors 

— -=  !•    i).     doit     /=  /  ï^ ; 

la  eonstante  se  déterminera  par  la  valeur  initiale  de  e. 

Si  l'on  peut  résoudre  cette  dernière  équation  |)ar  rapport 
à  (',  on  aura 

i;=./(0==^»       doit       ,rr:      Cj\t)(ll. 

Dans  le  cas  contran-e,  on  remplacera  ç  par  -r-^,  et  l  on  aura 


—j— =:b(r),     don     X—    l  ^ — 
dx  J  l^i- 


Si  l'on  ]>eut  efl'cclucr  cette  intéi^ralion,  on  aura  une  équa- 
tion Unie  entre  i"  et  ^;  et  comme  on  en  a  déjà  une  entre 
/  et  f,  l'élimination  de  v  en  fera  connaître  une  autre  en  ./• 
et  t. 

Telles  sont  les  différentes  questions  auxquelles  peuvent 
donner  lieu  les  équations  du  mouvement  rectilijjne  \arié. 
Leur  s(»luli()n  dépend  toujoui'S  ou  de  dinérentialions,  ou 
d'intégrations  du  genre  des  quadratures.  Nous  renvovons 
aux  Traités  spéciaux  poui-  rappliciilion  de  ces  formulf'»;  .'i 
des  exemples. 


CHAPITRE   VII. 

DU  MOUVEMENT  GÉNÉRAL  D'UN  POLNT  LIBRE. 


191.  Nous  allons  maliilenant  nous  occuj)er  du  mouve- 
nionl  le  plus  général  d'un  point  libre  sollicité  par  des  forces 
(pielconques,  qui  sont  toujours  réductibles  à  une  seule, 
dont  la  direction  et  l'intensité  peuvent  varier  arbitrairement 
avec  le  temps  et  la  position  du  point. 

La  première  question  que  nous  allons  nous  proposer  est 
de  déterminer  le  mouvement  que  suivrait  le  point,  si,  à 
un  certain  instant,  la  force  continue  qui  lui  est  appliquée 
cessait  subitement  d'agir.  Nous  savons,  par  la  loi  d  inertie, 
qu'il  sera  rectiligne  et  uniforme;  il  ne  reste  donc  à  con- 
naître que  sa  direction  et  sa  vitesse. 

Pour  cela,  concevons  trois  axes  rectangulaires,  de  direc- 
tions constantes,  et  dont  l'origine  ait  précisément  ce  mou- 
vement que  nous  voulons  déterminer.  Si  la  force  n'agit 
plus,  le  mobile  coïncidera  constamment  avec  cette  origine. 
Mais  si  elle  ne  cessait  pas  son  action,  c'est-à-dire  si  le  poinl 
continuait  son  mouvement  réel,  le  mouvement  (|u*il  pren- 
drait par  rapport  aux  axes  mobiles  serait,  d'après  un  prin- 
cipe général  admis  précédemment,  celui  mènu'  qui  auiait 
lieu  par  rapport  à  des  axes  fixes,  si  l'on  plaçait  le  mobile 
sans  vitesse  à  leur  point  de  rencontre,  et  qu'on  lui  appli- 
quât la  force  même  qui  le  sollicite  dans  son  mouvement 
réel.  Or  l'espace  qu'il  parcourrait  ainsi  dans  un  temps  infi- 
niment petit  du  premier  ordre  serait  un  infiniment  petit 
du  second,  tandis  que  celui  que  parcourrait  en  même  temps 
l'origine  mobile,  serait  du  premier.  Si  donc,  sur  la  direc- 
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tlon  recliligne  qui  suit  le  point  après  la  suppression  de  la 
force,  on  prend  une  quantité  infiniment  petite  du  premier 
ordre,  son  extrémité  sera  à  une  distance  infiniment  pclito 
du  second  ordre,  du  point  de  sa  trajectoire;   d'où  il  suit 
d'abord  que  cette  direction  rectiligne  ne  peut  être  que  la 
tangente  à  cette  trajectoire.  De  plus,  l'espace  parcouru  par 
le  point  sur  sa  trajectoire  ne  différant  que  d'un  infiniment 
petit  du  second  ordre  de  celui  que  parcourt  l'origine  pen- 
dant le  même  temps,  la  vitesse  dans  le  mouvement  réel,  à 
l'instant  considéré,  est  la  même  que  celle  de  l'origine. 
On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 
Si  à  un  instant  quelconque  la  force  qui  produit  le 
mouvement  d'un  point  libre  cessait  d'agir,  ce  point  se 
mouvrait  alors  uniformément  suivant  la  tangente  à  la 
trajectoire,  avec  la  vitesse  qu'il  avait  à  ce  même  instant. 

192.    Valeur  et  direction  de  la  force  d'après  le  mou- 
vement produit.  —  Considérons  une  position  quelconque  M 


Fis,   22. 


p 


V 

{fig.  2?-)  d'un  point  dont  la  masse  est  /»,  et  dont  les  coor- 
données r,  y,  z  sont  des  fonctions  déterminées  du  temps  /. 
Si  la  force  qui  agit  sur  lui  cessait  à  cet  instant  son  action, 
il  se  mouvrait  sur  la  tangente  Mï  avec  la  vitesse  v  qu'il  a 
en  M.  Si  donc  nous  supposons  trois  axes  X',  ^',  Z,'  con- 
stamnii'ul  j»;irallèles  aux  premiers,  cl  doni  1  origine  A'  se 
mcnvfî  ■^uv  M  f  ;i\ec   la  vitesse  constante  v,  le  niouvomont 
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"lu  point  /??,  par  rapport  à  ces  axes,  sera  identique  à  celui 
i(ui  aurait  lieu  par  rapport  à  des  axes  immobiles,  si  le 
[>oint  m  était  placé  sans  vitesse  à  l'origine,  et  sollicité  par 
la  même  force  qui  agit  sur  lui. 

La  trajectoire  relative  aux  axes  mobiles  partira  de  A', 
passera  en  m,  et  sa  tangente  en  A'  sera  la  première  direc- 
tion de  la  sécante  A! m.  On  peut  regarder  Tare  infiniment 
petit  de  cette  courbe  comme  se  confondant  avec  cette  sé- 
cante, et  la  force  comme  constante  de  grandeur  et  de  direc- 
tion, pendant  le  temps  infiniment  petit  6.  Cette  direction 
est  celle  de  la  droite  décrite,  et  le  mouvement  sur  cette 
droite  sera  uniformément  accéléré. 

Les  projections  de  cette  sécante  seront  les  différences 
des  coordonnées  de  A' et  m.  Ces  dernières  seront  exprimées 
par  les  formules 

djL- ,       fd-j:        \  0- 

x~ r-  Û  -i-  1  -T^  -r-  a    — , 

dt  \dt^         /  2 

dv ,       fd'-y       AO- 

^'-■di^-^\-dr^-' 

dl  \dl- 

a,  6,  Y  étant  Infiniment  petits;  celles  de  l'origine  mobile  A' 

seront  exprimées  par  les  deux  premiers  termes  de  ces  for- 

-  .  ,  ,  .  dx    dv 

mules,  puisque  les  composantes  de  sa  vitesse  sont  —fj^^ff^ 

-^'f  de  sorte  que  les  projections  de  la  sécante  décrite  d'un 

mouvement  uniformément  accéléré,  et  que  Ton  appelle  la 
déi'iation  du  point,  seront 

dKv        \r-        (d-y      ,\r-        [d'-z        \0- 

,777^-'VT'     \-dc-~-^)-.'    KjB^^n' 

Elles  seront  proportionnelles  aux  cosinus  des  angles  formés 
par  la  sécante  avec  les  axes  et  seront  du  signe  même  de  ces 
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cosinus,  en  considérant  le  sens  de  A'  vers  wî,  c'est-à-dire  le 
sens  même  de  la  force.  On  aura  la  longueur  de  la  sécante 
en  prenant  la  racine  de  la  somme  des  carrés  de  ces  projec- 
tions, et,  d'après  la  théorie  du  mouvement   uniformément 

accéléré,  en  la  divisant  par  — >  on  aurait  l'expression  de  la 

force  accélératrice.  Elle  contiendra  les  quantités  infiniment 
petites  a,  6,  y  5  mais,  à  mesure  que  0  diminuera,  les  suppo- 
sitions relatives  à  la  direction  et  à  Tintonsilé  de  la  force 
prendront  un  caractère  de  fixité  de  plus  en  plus  grand,  el, 
en  passant  à  la  limite,  on  aura  pour  direction  de  la  force,  la 
tangente  à  la  trajectoire  relative;  au  point  M  son  intensités 
aura  pour  expression 

=?=v'(^)'-(sy-(è)' 

et  les  cosinus  des  angles  que  sa  direction  lait  avec  les  axes 

,      ,    d-jc    d-y    d-z 
seront  proportionnels    a  —rxi—r^^  —ri'  ^^  respectivement 

de  mêmes  signes.  Ces  cosinus  seront  donc  représentés  en 
grandeur  et  en  signe  par 


I  d-x        I   d-y        I   d-z 


- } 


et  les  composantes  de  la  force  seront  exprimées  en  gran- 
deur el  en  signe  par 

d-x       (Py       <l^ 

lïr-'    TtF-'    li-' 

Telle  est  l'expression  des  comj)Osantes  de  la  force  fpii 
sollicil(î  l'unité  de  masse  dans  le  mouvement  d'un  point 
libre,  dont  .r,  >',  z  senties  coordonnées  fonctions  du  temps. 
i*our  (|iic  le  mouvement,  cpicl  (pi'il  sdil,  restr  le  même 
(juainl   le  mohilo  aura  uin-  masse  égale  à  /;/,  il  landi.i  mul- 
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llplier  la  force,  el,  par  suite,  ses  composantes  par  m.  SI 
donc  on  désigne  par  X,  Y,  Z  les  composantes  de  la  force 
appliquée  au  point  dont  la  masse  est  /;?,  et  qu'on  nomme  la 
force  motrice,  les  coordonnées  x,  y,  z  de  ce  point  seront 
des  fonctions  du  temps,  telles  ([ue  Ton  ail  à  cliacjuc  iiislanl 

d-x       ^,  d-y      -.  d-z       „ 

dl-  dt-  '  dt- 

Ce  sont  les  équations  différentielles  du  mouvement  à  un 
[)oint  libre. 

193.  Usage  des  équations  du  inouKcment  d'un  point 
libre.  —  Ces  équations  donnent  le  moyen  de  ramener  ay 
calcul  toutes  les  questions  qui  peuvent  se  présenter  sur  le 
mouvement  d'un  point.  Le  cas  le  plus  simple  serait  celui 
où  l'on  donnerait  .r,  y.,  z  en  fonction  de  /;  ou,  plus  géné- 
ralement, trois  équations  finies  entre  x,  y,  z.,  t.  En  les  dilfé- 
rentiant  une  fois  par  rapport  à  ^,  on  connaîtrait  les  com[)o- 
santes  de  la  vitesse  du  mobile.  Une  seconde  difïérentiation 
ferait  connaître  les  composantes  de  la  force  accélératrice, 
et,  par  conséquent,  cette  force  elle-même  en  grandeur  et  en 
direction.  Enfin  l'élimination  de  ;,  entre  les  trois  équations 
données,  ferait  connaître  les  deux  équations  de  la  trajec- 
toire. 

Mais  les  données  de  la  question  sont,  en  général,  moins 
simples.  Elles  devront  toujours  fournir  trois  conditions, 
puisqu'il  y  a  quatre  variables  x.,  )',  :;,  /,  dont  une  seule  est 
indépendante  :  mais  si  l'on  pouvait  reconnaître  à prio/i quv 
la  trajectoire  est  plane,  on  prendrait  deux  axes  de  coordon- 
nées dans  ce  plan,  et  il  n'y  aurait  plus  que  trois  variables, 
savoir  :  le  temps  t  et  les  deuv  coordonnées,  quelles  (ju'elics 
soient,  du  mobile. 

Le  cas  le  plus  difficile  est  généralement  celui  où  la  forer 
est  donnée.  On  connaît  alors  X,  Y,  Z  en  fonction  de  x,y, 
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-S,  /,  el  les  équations  du  mouvement  sont  de  la  forme 

Si  Ton  peut  intégrer  le  système  de  ces  trois  équations 
différentielles  du  second  ordre,  on  parviendra  à  trois  équa- 
tions entre  x,  j\  z-,  t  et  six  constantes  arbitraires. 

Ces  constantes  se  détermineront  d'après  les  circonstances 
initiales  du  mouvement. 

On  observera,  pour  cela,  que  le  mouvement  du  point 
n'est  pas  déterminé  par  la  seule  connaissance  de  la  force 
qui  agit  sur  lui.  Il  faut  encore  connaître  la  position  où  il 
^e  trouve  à  un  certain  instani,  celui  par  exemple  à  partir 
duquel  on  commence  à  compter  le  temps;  et,  de  plus,  la 
grandeur  et  la  direction  de  sa  vitesse  à  cet  instant.  C'est  en 
cela  que  consiste  ce  qu'on  appelle  Vétat  initial  du  point  : 
et  l'on  voit  qu'il  renferme  six  données  nécessaires  et  suffi- 
santes, les  trois  coordonnées  du  point  cl  les  trois  compo- 
santes de  sa  vitesse. 

Or  il  est  facile,  au  movcn  de  ces  données,  de  déterminer 
les  six  constantes  introduites  par  l'intégration.  En  effet,  les 
équations  intégrales,  ainsi  que  toutes  celles  qu'on  en  dédui- 
rait par  la  différentiation,  ayant  lieu  pour  toute  valeur  de  /, 
seront  satisfaites  si  Ion  y  fait  /  ^~  o.  Pour  cette  valeur  de  /, 

1  I  .        I  1  1  dx    dv 

on  connaît,  par  hvnollM-se,  les  valeurs  de  J".  r,  :.  —j-y  -^» 
'  *  •  '  "^  at      ctt 

-T^«  En  les  subsliluant  dans  les  équations  intégrales  cl  leurs 

dérivées  premières,  dans  lesquelles  on  aura  lait  /  =z  o,  on 
aura  six  équations  qui  ne  renfermeront  d'inconnues  que 
les  six  constantes,  lesquelles,  par  eonsé(]uenl.  seront  déter- 
minées. 

Avant  aln>i  trois  équations  entre  ./*,  >*,  z,  t,  on  rentre 
dans  le  j>remicr  cas  (juo  ftous  avons  examiné. 
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'     COMPOSANTES   DE   LA    FORCE   ACCÉLÉRATRICE   SUIVANT   LA    TANGENTE 
ET    LA    NORMALE. 

194.  Il  est  souvent  utile  de  décomposer  la  force  suivant  la 
tangente  et  une  normale  à  la  trajectoire.  Désignons  par  T 
et  N  ces  deux  composantes  rapportées  à  l'unité  de  masse. 
La  première  s'obtiendra  en  projetant  sur  la  tangente  les 
trois  composantes  parallèles  aux  axes,  ce  qui  donnera 

d-jo  dx       d^Y  dy       d-z  dz 

dt-    ds        dt-    ds        dt-  ds 

Or,  en  difTérenliant  l'équation 


m -m -m- 

m' 

on  trouve 

d-x  dx       d-y  dy       d'z  dz 

d-s  ds 

dt-    dt        dt-   dt        dt^  dt  ^ 

'  dp  dt 

d'où 

df- 

Connaissant  la  résultante  et  une  des  deux  composantes,  on 
aura  pour  l'autre 


..  fd'xy       {d-y\-       (d-zy       (d-sY 

On  a  trouvé  dans  la  Géométrie  que  le  rayon  de  cour- 
hure  R  d'une  courbe  quelconque  a  pour  expression,  quelle 
(pic  soit  la  variable  choisie  comme  indépendante, 

ds^ 
R  = 


Sjd-'x^  —  d'^y''  -t-  d^z^  —  d^s^ 
d'où  résulte 


m 


N-^i^=r 
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Il  ne  reste  plus  qu'à  reconnaître  suivant  laquelle  des  nor- 
males à  la  courbe  cette  composante  est  dirigée. 

Or  elle  est  dans  le  plan  qui  contient  la  composante  tan- 
gentielle  et  la  résultante;  et  les  cosinus  des  angles  que  ces 
directions  font  avec  les  axes  sont  proportionnels  respecti- 
vement à 

(Lr,  (/y,  dz     et     d-x,  d^y,  d-:-. 

Soit  Kx  -^  By  -J-  Ce  =  I  l'équation  d'un  plan  quelconque  : 
pour  qu'il  soit  parallèle  à  ces  deux  directions  il  faudra  que 
l'on  ail 

Xdx  -f-  Br/y  -^  Gdz  r—  o, 
A  d-x  -+-  B  d-y  -r-  C  d-z  z=^  o, 

et,  en  exprimant  qu'il  passe  au  point  donné,  on  aura  le 
plan  qui  l'enferme  les  trois  forces.  Or  ces  équations  sont 
précisément  celles  qui  déterminent  le  plan  osculateur  d'une 
courbe  quelconque.  D'où  il  résulte  que,  dans  le  mouve- 
ment d'un  point  libre,  la  force  est  toujours  située  dans 
le  plan  osculateur  de  la  trajectoire,  ainsi  que  ses  compo- 
santes, tangentielle  et  normale. 

195.  On  peut  arriver  très  simplenuMit,  et  sans  calcul, 
aux  résultats  j)récédents. 

En  eHcl,  la  ligne  A'//?  (//.i'.  ?-/>-,  p.  -.^Go)  étant  décrite 
pendant  le  temps  infiniment  prtit  0,  [)ar  raolion  tic  la  bu'ce 

accélératrice    5,    la  valeur   de  rello-ci    sera  égale    à  — -^ — 1 

et,  si  l'on  abaisse  mV  perpendiculaire  sur  la  tangente,  la 
force  0  et  ses  eom|)osantes  seront  entre  elles  comme  les 
trois  cotés  du  triangle  A'/;?P;  elles  sont  dirigées,  l'une  de  P 
vers  ///.  r.Miln"  de  A'  \  <ms  P,  et,  |>ar  consétpient, 

_,       aA'P       ..       tP/w 
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en  pronani  les  limites  de  ces  rapports.  Or  on  a 

R—  — r— -     cl      Win  ~-  cO, 
2  y  m 

donc 

Maintenant  A'P  est  égal  à  MP  —  MA',  cl  MP  ne  diffère 
do  lare  M/?î  que  d'un  infiniment  petit  du  troisième  ordre, 
qui  peut  être  négligé  devant  A'P  qui  est  du  second.  Or  l'arc 
de  la  trajectoire  étant  considéré  comme  fonction  du  temps, 
on  aura 

dt         \dt^ 

ds 

el,  comme  MA'=  -7-  0,  il  en  résultera 

dt 

expression  qui  sera   positive  ou  négative   en  même  temps 

que  -TTj  c'est-à-dire  suivant  que  la  vitesse  -7-  sera  crois- 
•       dt-  1  dt 

santé  ou  décroissante.  Mulliplianl  ])ar  p  et  passant    à    la 

limite  on  trouvera 

T  —  —  —  —  . 
~  dt-    ~  dt  ' 

Quant  à  la  direction  de  la  force,  elle  est  la  limite  de  la  direc- 
tion de  m  A',  et,  par  conséquent,  est  comprise  dans  le  plan 
limite  du  plan  MA'/;?,  qui  est,  comme  on  le  sait,  le  plan 
osculateur  de  la  courbe  au  point  M.  La  composante  nor- 
male y  est  donc  elle-même,  puisque  la  résultante  et  la  coni- 
|>osanle  langentielle  s'y  trouvent.  Elle  est  dirigée  du  point  M 
vers  le    centre  de  courbure,  comme  étant  la  limite  de  la 
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direction  P/??,  et  c'est  pour  celaquon  lui  donne  quelquefois 
le  nom  àc  force  centripète.  On  retombe  ainsi  sur  les  résul- 
tats déjà  obtenus. 

Si  la  masse  du  point,   au  lieu  d'être  l'unité,  était  égale 

,       j  .         mv^  d'S  dv 

a  /«,  les  deux  composantes  seraient  -g-  et  m  -^  ou  m  -r  ■ 

196.  Force  d'inertie.  Ses  composantes.  —  Nous  avons 
vu  que  toutes  les  fois  qu'une  action  s'exerçait  sur  un  corps, 
celui-ci  exerçait  toujours  en  sens  contraire  une  action  égale, 
que  Ton  nomme  réaction  ou  force  d'inertie.  Si  l'action 
s'e\erce  par  la  pression  ou  la  traction  d'un  autre  corps,  ou 
d'un  appareil  matériel  quelconque,  c'est  sur  les  points  ma- 
tériels en  contact  que  s'exerce  la  réaction.  Si  elle  provient 
d'un  corps  à  distance,  c'est  toujours  sur  ce  corps  que  la 
réaction  s'opère  ;  et  elle  est  encore  égale  et  directement 
opposée  à  l'action  qui  a  lieu  sur  le  premier. 

Cela  posé,  considérons  un  point  libre,  ayant  une  masse  m 
et  décrivant  une  trajectoire  quelconque  sous  l'action  d'une 
certaine  force,  que  nous  nous  représenterons  comme  pro- 
duite par  la  traction  d'un  fd  ou  par  la  pression  d'un  autre 
corps;  la  force  d'inertie  sera  appliquée  à  ce  fil  ou  ce  corps 
extérieur^  au  point  même  de  l'espace  oii  se  trouve  le  mobile, 
et  pourra    être  décomposée  soit  en  trois  forces  parallèles 

^     ,        ,  d\r  d'^y  d^z 

aux  axes,  égales  a  —  m  —r^j  —  m  -^^t  —  m  —r-:  :  soil  en 
'     ^  dt*  dl-  dt*  ' 

deux  forces,  l'une  tangentielle,  l'autre  normale  à  la  trajec- 
toire, et  respcclivemcnl  opposées  aux  composantes  de  la 
force  appliquée  au  mobile  :  la  pnMnièrc,  estimée  par  rap- 
port à  la  direction  du  mouvement,  sera  —  ni  -.^  »  la  seconde 

,         //n*  --111  1 

aura   pour  valeur  -tt— >  sera  siluee  dans  le  plan  osculateur 

de  la  trajectoire,  et  dirigée  du  côté  opposé  au  centre  de 
courbure;  de  sorte  (]ne  si  l'on  concevait  qu'elle  agît  sur  un 
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point  sans  vitesse  pendant  un  temps  fini,  ce  point  se  mou- 
vrait suivant  la  normale  en  s'éloignant  de  ce  centre.  C'est 
pour  cette  raison  qu'on  lui  a  donné  le  nom  de  force  cen- 
trifuge. 

On  lait  quelquefois  de  faux  raisonnements  relativement  à 
la  force  centrifuge,  parce  (juon  ne  se  rappelle  pas  assez 
qu'elle  n'est  pas  appliquée  au  point  en  mouvement,  mais 
au  corps  en  contact  avec  lui,  et  qui,  par  sa  pression  ou  sa 
traction,  déterminerait  ce  mouvement.  Si  l'on  supposait  le 
mouvement  produit  autrement  que  par  la  pression  d'un 
corps,  la  réaction,  comme  nous  l'avons  dit,  ne  serait  plus 
appliquée  à  un  point  en  contact  avec  celui  que  l'on  consi- 
dère, et  la  dénomination  àe  force  centrifuge  ne  semble  plus 
assez  naturelle.  Par  exemple,  en  regardant  le  mouvement 
de  la  terre  comme  produit  par  l'attraction  du  soleil,  la 
réaction  de  la  terre  est  appliquée  au  soleil;  sa  composante 
normale  l'est  donc  aussi,  et  l'on  serait  obligé  de  dire  que 
la  force  centrifuge  produite  par  la  terre  est  appliquée  au 
soleil.  On  ferait  peut-être  mieux  de  supprimer  cette  déno- 
mination qui  obscurcit  quelquefois  les  choses,  et  d'employer 
le  mot  réaction,  qui  rappelle  toujours  à  quel  point  la  force 
et  ses  composantes  sont  appliquées. 
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APPLICATION  DES  ÉQUATIONS  GÉNÉRALES 
A  QUELQUES  CAS  PARTICULIERS. 


Nous  allons  employer  ici  le  moyen  de  découverte  que 
nous  avons  indiqué  dans  la  première  Partie  de  cet  Ouvrasse. 
Nous  partirons  de  certaines  conditions  déterrainées,  et  nous 
chercherons  à  en  tirer  des  conséquences  sans  avoir  aucun 
but  spécial.  Si  nous  arrivons  ainsi  à  quelque  proposition 
importante,  nous  l'inscrirons  à  sa  place  dans  la  science. 

197.  Mouvement  produit  par  une  force  constamment 
normale  à  la  trajectoire.  —  La  condition  connue  pour 
que  deux  droites  soient  perpendiculaires,  donne  immédia- 
tement, dans  le  cas  actuel,  l'équation 

dx-  d-.r       dy  d\v       de  d^z 

Tît   ~dF  "*"  ~di  ~dt^       TTt  'dF  ~  ^' 

Or  le  double  du  |)i-(Miiicr  membre  est  la  déri\ée  dr 

ou  de  i'-,  v  désignant  Ioujour-<  lii  mIi-soc;  il  .n  n'-sullc  donc 

que  la  vitesse  est  constante. 

On  peut  donc  énoncer  cette  proposition  générale  : 
Lorsque  la  force  qui  sollicite  un  point  matériel  c»/  lou- 

jours  normale  à  sa  trajectoire,  le  mouvement  de  ce  point 

est  uniforme,  ri  rrriproquement. 

Ou  se  Irons»'  (l.iiis  I«'n  cou(lilitm>;  de  celle  question,  quand 
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on  considère  un  poinl  assujetti  à  se  mouvoir  sur  une  courbe 
ou  une  surface  fixe  qui  ne  produit  aucun  frottement,  et 
qu'on  suppose  qu'il  n'y  ait  aucune  force  autre  que  la  ré- 
sistance de  la  courbe  et  de  la  surface  :  le  mobile  est  alors 
sollicité  par  une  force  constamment  normale  à  sa  trajectoire, 
et  son  mouvement  sera  par  conséquent  uniforme. 

Remarque.  —  On  aurait  pu  parvenir  à  cette  conséquence 
au  moven  des  formules  qui  expriment  la  composante  tan- 
gentielle  et  la  composante  normale  de  la  force  appliquée 
au  mobile. 

En  efl'et,  si  la  résultante  est  toujours  normale,  la  com- 

•  11     ff''*  •  11 

posante  tangentieile -y-j  est  toujours  nulle;   et   par  conse- 

Hs  ,       .  , 

quent-pj  ou  la  vitesse,  a  une  valeur  constante  et  recipro- 

quement. 

1118.  Du  nioui'C/nc/it  ptoduit  par  une  force  qui  passe 
par  un  point  fixe.  —  Lorsqu'un  point  matériel  est  solli- 
cité par  une  force  dont  la  direction  passe  par  un  point 
fixe,  que  l'on  prendra,  pour  plus  de  simplicité,  comme 
origine  des  coordonnées,  les  cosinus  des  angles  formés  par 
la  direction  de  cette  force  avec  les  axes,  doivent  être  pro- 
portionnels aux  coordonnées  jt,  i',  z  du  point;  et,  comme 

.,  .  ,  rf^x     (f^v     rf-z 

ils   sont   proportionnels   aux   composantes   -7-7  '   TTT'  ~7~' 

de  la  force  accélératrice,  on  aura 


(0 

d'où  l  on  tire 


d'x         (/-y  r/-c 

'dF  __   TfF  _   'cïF 

X     "'     y     ~      z 


d-z  d-y  _^  d'x  d-z d-y        /''•'_ 

^  ~dF~  ~~dF  "''■     ''dF~~'^'cn^~^'    '^'dF~^  ~dr-  ''*^' 
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et,  en  intégrant  par  rapport  à  t, 

^    ^        dz         dv      „  dx  dz      „,  dy  dx      ^„ 

^'^  ■'■dr'-d7=''^^  '7û-''dt'=^^  ■'dï~^''-dï=^' 

C,  G',  G"  étant  des  constantes  arbitraires. 

Si  l'on  multiplie  la  première  de  ces  équations  par  .r,  la 
seconde  par  j',  la  troisième  par  :;,  et  qu'on  les  ajoute,  on 
trouvera  Téquation  suivante,  entre  les  coordonnées  du  point 
à  un  instant  quelconque  : 

C  X  -f-  C'  y  -f-  G";  =:  o. 

Le  point  ne  sort  donc  pas  d'un  plan  passant  par  l'origine, 
comme  on  pouvait  le  reconnaître  à  priori,  en  observant 
qu'aucune  cause  ne  tend  à  faire  sortir  le  point  du  plan 
mené  par  le  centre  d'action  et  la  direction  de  la  vitesse 
initiale. 

Pour  interpréter  les  équations  (2),  soient  r  la  projection 
du  rayon  vecteur  mené  de  l'origine  au  point  mobile,  sur  le 
plan  XY,  et  0  l'angle  qu'elle  forme  avec  l'axe  des  x.  Nous 
supposerons  que  les  angles  croissent  de  l'axe  des  x  positifs 
vers  l'axe  des  y  positifs,  de  sorte  qu'en  se  plaçant  dans 
l'axe  des  z  positifs,  on  voit  s'exécuter  de  gauche  à  droite 
le  mouvement  du  rayon  qui  décrirait  les  angles  croissants. 
Nous  regarderons  les  aires  décrites  par  un  rayon  vecteur, 
comme  croissant  dans  ce  même  sens;  et  il  en  sera  de  même 
pour  chacun  des  autres  axes,  relativement  aux  deux  autres 
plans. 

Gela  posé,  op  aura  l'équation  générale 


tangO  -   - 

d 

(Ml 

do 

dt 

(■os*0 

dv          dx 
""  dt       y  dt 

X* 

et,  par  conséquent, 

— 

dx 

y-di 

dt 

d\' 
-'  dt' 
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en   désignant  par  X"  l'aire  décrite  par  la  projection  /•  du 
rayon  vecteur  du  mobile. 

Si  Ton  désigne  de  même  par  >/  et  X  les  aires  décrites  par 
les  projections  de  ce  rayon  vecteur  sur  les  plans  ZX  et  Z\. 
les  équations  (2)  donneront 


r/X       C       f{À;  _  C '       dy  _  C" 
'TTt  ~'  2'     «y^  ~  T  '     dt  ~  1 


d'où 


(3)  À=:-C^     À'=-C7,     X"=-C'7. 

2  2  2 

en  supposant  que  les  aires  comiuenceut  avec  le  temps  t. 

Ces  équations  montrent  que  les  aires  décrites,  à  partir 
de  cet  instant,  par  les  projections  du  rayon  vecteur  du  mo- 
bile, croissent  proportionnellement  au  temps.  Et,  comme 
le  mouvement  du  point  s'effectue  dans  un  plan,  il  s'ensuit 
<]ue  les  aires  décrites  par  le  ravon  vecteur  du  mobile  dans 
ce  plan  sont  aussi  proportionnelles  au  temps,  La  valeur  de 
ces  aires  peut  sexprimer  facilement,  en  observant  que 
toute  aire  plane  est  égale  à  la  racine  carrée  de  la  somme 
des  carrés  de  ses  projections  sur  trois  plans  rectangulaires. 
On  aura  donc,  pour  l'expression  de  ces  aires, 


Réciproquement,  si  les  aires  décrites  par  les  projections  du 
ravon  vecteur  sont  proportionnelles  au  temps,  la  direction 
de  la  force  qui  sollicite  le  mobile  passe  constamment  par 
l'origine;  car  alors  les  équations  (3)  auront  lieu  et,  par 
suite,  les  équations  (2),  qui,  différentiées,  donneront  les 
équations  (i);  or  ces  équations  expriment  que  les  cosinus 
des  angles  que  fait  avec  les  axes  la  direction  de  la  force  et 
ceux  qui  se  rapportent  à  la  droite  menée  de  l'origine  au 
point  i^x^y^  ^)  sont  proportionnels,  et  que,  par  consé- 
quent, ces  deux  droites  se  confondent. 

DuH    —  Meth.  IV.  18 
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C'est  dans  ces  deux  propositions  réciproques  que  consiste 
\e principe  des  aires  pour  un  point  matériel. 

Si  le  point  était  sollicité  par  des  forces  dirigées  vers  deux 
centres  fixes,  les  équations  (i)  ne  seraient  plus  satisfaites; 
mais  la  première  aurait  encore  lieu  en  prenant  pour  ave 
des  ;:  la  droite  qui  passe  par  les  deux  centres.  En  effet  la 
résultante  des  forces  auxquelles  le  point  est  soumis,  cou- 
pant constamment  l'axe  des  z,  ses  composantes  parallèles 
aux  axes  des  x  et  des  y  sont  proportionnelles  à  ces  deux 
coordonnées;  d'où  résulte  l'équation 

d-v         d^-x 
dt-       -    dt-  ' 

et,  |)ar  conséquent,  le  principe  des  aires  a  lieu,  dans  ce 
cas,  pour  tout  plan  perpendiculaire  à  la  droite  qui  passe 
par  les  deux  centres,  le  centre  des  aires  étant  pris  sur 
cette  droite. 

Il  est  évident  qu'il  en  serait  de  mcmc  si,  au  lieu  de  deux 
centres,  on  en  avait  un  nombre  quelconque  situé  sur  une 
même  droite. 

Observation.  —  Cet  important  principe  des  aires  a  été 
découvert  par  Ne^vton  et  exposé  dans  le  livre  des  Prin- 
cipes. Sa  démonstration  n'est  pas  fondée  sur  les  équations 
générales  du  mouvement,  qui  n'étaient  pas  connues,  et  ce 
n'est  pas  en  les  combinant  au  hasard,  comme  nous  l'avons 
fait,  qu'il  y  est  parvenu.  Son  génie  lui  a  fait  apercevoir  que, 
la  force  qui  lirait  le  point  dans  la  direction  du  rayon  vec- 
teur ne  pouvant  déranger  son  mouvement  que  parallèle- 
ment à  ce  ravon,  le  triangU'  décrit  par  le  rayon  vecteur 
(jrviit  avoir  la  niénic  aire  que  si  celte  force  n'agissait  pas, 
cl  11'  prinrinc  r^i  loul  ciilier  dans  cctlf  première  vue. 

199.  E.rpression  r<niiinju<ddc  de  la  force  diriger  vers 
un  centre Jixc,  au  nioyr/i  des  clénic/tts  de  la  irajrcloire. 
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—  Celte  foi'imilc  infinitésimale  est  une  des  plus  imjxirtanles 
découvertes  de  Newton.  Poury  parvenir,  soient,  à  une  époque 
quelconque,  M  {Jig-  i^)  la  position  du  mobile  sollicité  vers 
le  point  fixe  O,  et  N  sa  position  après  le  temps  infiniment 
petit  6;  NI  parallèle  à  MO  et  terminée  à  la  tangente  à  la 

Fis:.  23. 


trajectoire  en  M;   enfin  NP  perpendiculaire   à  OM.   Dési- 
gnant la  force  par  o,  on  aura 


2 


et    c  0  =-  2  OiNM  =  OM .  NP      /•  N  P  ; 


et,  par  suite. 


NI 


mr'-  NP 


9.C' 
72" 


Nf 
Np' 


Telle  est  la  formule  infinitésimale  donnée  par  Newton  dans 
son  livre  des  Principes,  en  observant  toutefois  qu'il  n'a 
pas  cherché  à  déterminer  la  valeur  de  la  constante  qui  est 
représentée  ici  par  ac^.  Il  transforme  cette  expression  de 
différentes  manières. 

Ainsi,  en  abaissant  de  N  la  perpendiculaire  NK.  sur  la 
normale  et  désignant  par  o)  l'angle  de   cette  dernière  avec 
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MO,  on  aura 

NIcosoj  =  MK  —  — î— , 

R  étant  le  ravon  de  courbure  de  la  trajectoire.  De  là 
résulte,  en  désignant  par  p  la  perpendiculaire  OQ  abaissée 
de  O  sur  la  tangente. 


/■^  t»  ^        afd"^       /-Rcos'co       />-Hcosto       R/>' 
rv  CCS  (0  1\  r  '^  ^ 

200.   Ces  formules  de  iNewlon  conduisent  à  une  expres- 
sion difîérentielle  très  simple  de  la  force  centrale  ç. 
Prenons,  en  oflcl.   la  iormule 

(•- 1 
H/r 

cl  substituons-y   à  p  et  R  leurs  expressions  difrérentielle? 
eu  coordonnées  polaires  y,  0,  «pii  sont 

«  r=  /•  COS 10  ^=  /-  ^- , 

^  as 

ds^  ,1s ' 

7f¥  HH* 


R 


^/o»~'  i/o-         A   \_       ■   / 


r- 
7Ô- 


^ous  obtiendrons  anisi 


f  — 


/•»  \  /•        (Ki 


fdrnude  inipoilanl»-  di>nt  nous  Icrons  usage  par  la  suilc,  et 
(ju'on  déduit  ordinaircnuMil  ties  écpialions  générales  du 
niouvcmcnl. 
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'2{)i.  Afoifve/nent  produit  par  une  force  perpendicu- 
laire (lu  rayon  vecteur.  —  Considérons  encore  le  cas  on 
Il  lorce  serait  perpendiculaire  à  une  ligne  passant  [)iir  1111 
point  fixe.  C'est  ce  qui  aura  lieu,  par  exemple,  pour  un 
point  assujetti  à  rester  sur  une  droite  qui  tourne  suivant 
une  loi  quelconque  autour  d'un  de  ses  points,  et  dont  la 
pression  normale  est  la  seule  force  qui  sollicite  le  point. 

La  condition  donnée  sera  alors  exprimée  par  l'équation 


d-.t  d-v  d-z 

.r 

Fai 


dt-  dt-        ^  dt- 


Ol-  -t-  y-  -i-  3-  rr:  /•-, 

lunis  aurons,  par  diflerentiation, 

dx  dy  dz  dr 

'   Ut   '  -^  ~di     "  Tli  ~~    dt 
DifTérentiant  de  nouveau,  il  vient 

d^x^fdxY^dry^/dy 
dt-    '  \dt }       -^  dt'       \dt 

'^  " 'dt'- ^  \7rt )    ~"  '  "^       \dt 
l'^qualion  cjui,  en  vertu  de  la  première,  se  réduit  à 

'  dJ-'^  \dt)    ~\dt)  ' 

\ommanl  to  l'angle  décrit  par  le  rayon  vecteur,  on  sait 

qu  on  aura 

ds''-  r=-  dr-  -t-  r-do)-. 

Reportant  cette  valeur  de  ds-  dans  l'équation  précédente, 

elle  devient 

d'r  _     fd^ 

U?  "'  ''  \  dl 


■.>-8  1)1  MOIVEMENT  PRODflT  PAR  LES  FORCES. 

Cette  équation  a  lieu,  quelle  que  soit  la  directrice  de  la  sur- 
face conique  décrite  par  le  rayon  vecteur. 

Si  Ton  donnait  la  loi  du  mouvement  angulaire  d»i  ravon 
vecteur  par  une  équation  entre  w  et  t.  il  serait  possible,  en 
combinant  cette  équation  avec  la  précédente,  de  déterminer 
à  chaque  instant  la  grandeur  du  rayon  vecteur  et  rancir 
(ju'il  a  décrit.  Cette  grandeur  du  rayon  vecteur  ne  dépen- 
dant pas  de  la  nature  de  la  surface  conique  décrite,  il  s'ensuit 
que,  si  l'on  développe  celle-ci  sur  un  plan,  la  courbe  décrite 
jiar  le  point  mobile  sera  la  même  après  le  développement, 
quelle  <[ue  soit  la  directrice  du  cône,  et  sera,  par  consc- 
(juent,  la  courbe  même  que  l'on  aurait  obtenue  en  faisant 
mouvoir  le  rayon  vecteur  dans  un  plan,  en  obsenani  la 
même  loi  entre  w  et  t. 


l»r  MOUVEMENT  PRODl  IT  PAR  VNE  FORCE  DONT  LES  COMPOSANTES 
PARALLÈLES  AUX  AXES  SONT  LES  DÉRIVÉES  PARTIELLES  DUNE 
MÊME   FONCTION   DE   T,    V,    Z. 

202.  Si  1  on  désigne  par  X,  Y,  Z  les  composantes  de  la 
force  motrice  qui  sollicite  un  point  matériel  dont  la  masse 
est  //?,  les  équations  générales  de  son  mouvement  seront 

f/'r  <l\y  ,l'z 

m  —y-  =:  A,         m    -r—    -     ^  ,         ///  — —  —_  /. 
(it-  (tt-  llt^ 


Si  Ton  ajoute  ces  équations,  après  a^oir  multiplié  la  pre- 
-7-j  la  seconde  par  :>  -v 


miere  par  -a  -j-i  la  seconde  par  :>  -—  -,  et   la   troisième   pai 


dz    . , 
•;>.  -y-  >  il  Ment 
dt 


I     d.r  d'.T  dy  tt^v  dz  d'-z  \ 

y  ~di  ~dt^  ""  "^  rf7  It^^  '-''  7/1  dt-  ' 

/     f/.r  dy       r,<h\ 

--  2    \  -,    -4-  Y  -y         /  --    , 
\      d(  (t  ,fl  / 
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et,  en  observant  que  réquation 


donne 


on  aura 


dt)    '^\dt)    '^\clt 


dx  d-jc  dy  d-y  dz  d-z d.  c- 

^  Tu  'dF'^  ^'Ift  ~dC-  ~^^~dt~dV-  "~    dL 


d.v-  /     dx  dy       „  dz  > 

dt  \      dt  dl  dt 

Et,  comme  X,  Y,  Z  sont  les  dérivées  partielles  d'une  même 
fonction  F(^,  r.  :;),  on  aura 

-.  r/.r       ^.dv       r,  dz       dF(x,v,z) 
dt  dt  dt  dt 


vi  l'équation  précédente,  intégrée  entre  deux  limites  quel- 
conques, donnera 

(2  )  niv'  —  mk'^  =  2F{x,y,  z)  —  3F(«,  b,  c), 

fiy  6,  f,  A  désignant  les  coordonnées  du  point  et  sa  vitesse, 
à  la  première  limite. 

On  a  donné  le  nom  de  force  vive  d'un  point  au  produit 
de  sa  masse  par  le  carré  de  sa  vitesse. 

On  voit  donc  que,  dans  le  cas  où  ILdx  -4-  ^ dy  -\-  Ldz  esi 
la  différentielle  d'une  certaine  fonction  de  x^  y.,  z  consi- 
dérées comme  variables  indépendantes,  si  un  point  matériel 
est  soumis  à  l'action  de  forces  dont  les  composantes  totales 
|)arallèles  aux  axes  soient  X,  Y,  Z,  l'accroissement  de  sa 
Ibrce  vive,  en  passant  d'un  point  à  un  autre  quelconque, 
pourra  s'exprimer  au  moyen  des  coordonnées  de  ces  deux 
points,  quelles  que  soient  la  direction  et  la  grandeur  de  sa 
vitesse  au  premier  point,  quelque  temps  qu'il  mette  pour  par- 
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venir  au  second  et  quelque  ligne  qu'il  décrive  entre  les  deux. 

On  peut  dire  plus  généralement,  d'après  l'équation  (2), 
que  si  le  mobile  part  d'un  point  quelconque  de  la  surface 
dont  Téqualion  serait  F(x,  7,;;)  =  C,  avec  une  vitesse 
connue  k  dans  une  direction  arbitraire,  lorsqu'il  arrivera  en 
tm  point  de  la  surface  ayant  pour  équation  ¥(x,y,  z)  =  G, 
sa  vitesse  c  peut  être  déterminée  de  grandeur  daprès  ces 
seules  données,  et  indépendamment  du  temps  employé,  de 
la  ligne  décrite  et  du  nombre  de  fois  que  ce  point  traverse 
succe-ssivemcnt  la  seconde  surface. 

L'équation  générale  de  ces  surfaces  remarquables  étant 
F(.r,  j»,  :?)  =  c,  c  désignant  une  constante  arbitraire,  elles 
auront  la  même  équation  différentielle 

Xd.T-hYdy^Zdz  =  o. 

Cette  équation  exprime  que  les  deux  directions  dont  les 
angles  avec  les  axes  ont  des  cosinus  proportionnels  respec- 
tivement à  X,  Y,  Z  et  dx,  dj\  dz-,  sont  perpendiculaires 
Tune  sur  l'autre.  D'où  Ton  conclut  que  la  force  dont  les 
composantes  sont  X,  Y,  Z  est  normale  à  celle  de  ces  sur- 
faces qui  passe  par  le  point  que  l'on  considère. 

Ainsi  les  surfaces  qui  jouissent  de  la  propriété  que  nous 
avons  démontrée  sont  perpendiculaires  à  la  force  qui  sol- 
liciterait le  mobile  placé  en  un  quelconque  de  leurs  points: 
de  sorte  que,  si  elles  étaient  résistantes,  ce  mobile  serait  en 
équilibre,  en  quelque  point  de  ces  surfaces  qu'il  lut  posé. 

On  leur  donne  le  nom  de  surfaces  de  niveau. 

Si  la  fonction  l'{  .''tj'.  z)  ne  peut  se  réduire  à  -  pour  des 

valeurs  réelles  et  finies  de  a:.,  >',  ;,  deux  surfaces  de  niveau 
ne  pourront  évidemment  avoir  aucun  point  commun.  Dans 
le  cas  contraire,  comme  on  peut  le  voir  dans  un  Mémoire 
de  M.    Bertrand,  le   point  matériel  n'aura  pas  toujours  la 

inèmr  vitesse   en   n^vcniuil    à   une  même  surfacr  dt*  nivciiu  : 
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il  faudra,  pour  cela,  qu'il  ait  traversé  un  nomhrc  pair  de 
fois  chacune  des  surfaces  de  niveau  par  lesquelles  il  passera 
avant  de  revenir  sur  celle  d'où  il  était  parti. 

203.  Si,  outn»  les  forces  dont  les  composantes  totales 
X,  Y,  Z  sont  les  dérivées  partielles  d'une  fonction  des 
variables  j\  r,  ;,  considérées  comme  indépendantes,  il  y 
en  a  d'aulies,  perpendiculaires  à  la  trajectoire,  on  parviendra 
de  même  à  l'équation  (■2). 

Ainsi,  la  proposition  précédente  a  lieu  pour  un  point 
assujetti  à  se  mouvoir  sur  une  courbe  ou  une  surface  fixe, 
et  sollicité  en  outre  par  des  forces  telles,  que 

>oit  une  différentielle  exacte  par  rapport  à  jc,  y,  z,  ce  qui 
n'aurait  pas  lieu  s'il  v  avait  un  frottement  ou  la  résistance 
d'un  milieu;  car  ces  forces  ne  seraient  même  pas  des  fonc- 
lions  données  de  .r,  )',  ;. 

204.  L'expression  \.djc -}-Y dy -^Xdz  est  une  diffé- 
rentielle exacte  toutes  les  fois  que  les  forces  qui  agissent  sur 
le  point  sont  dirigées  vers  des  centres  fixes,  et  que  leurs 
intensités  ne  dépendent  que  de  la  distance  du  point  à  ces 
divers  centres. 

En  effet,  soient  «,  b,  c  les  coordonnées  constantes  de  l'un 
quelconque  de  ces  centres  ;  :r,  j',  :;  les  coordonnées  varia- 
bles du  mobile,  /•  leur  distance  et  R  une  fonction  de  r  qui 
exprime  la  force  qui  agit  sur  le  point  donné  suivant  la  droite 
(|ui  le  joint  au  centre  que  l'on  considère.  Les  composantes 
de  cette  force  seront 

li^L^I^,     H^-Z,     R^iZli, 
/■  /•  /• 

si  elle  est  attractive  :  il  suffirait  de  les  changer  de  signe  si 
la  force  était  répulsive,  ce  que  l'on  pourrait  effectuer  en 
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changeant  seulement  R  de  signe.  Les  termes  qui  provien- 
dront de  cette  force  dans  l'expression  Xo^x  -h  Y dy  ~Tdz 
seront  donc,  dans  le  premier  cas, 


Or,  on  a 


{n  —  a;)dx  —  {b  —  y)dy  -^  {c  —  z)dz' 


d'où 

(a  —  x)dx  -^  {b  —  y)dy  -h  {c  —  z)dz:=  —  rdr, 

ce  qui  réduit  l'expression  précédente  à  —  Kdr.  Elle  devrait 
être  changée  en  -+-Kdr  dans  le  cas  d'une  force  répulsive. 
Si   l'on  fait  le  même  calcul  pour  les  forces  R',  R",  .  .  . , 
relatives  aux  autres  centres  fixes,  on  trouvera 

Xdw  -^  Ydy  -t-  7.dz  =  ^=  Rdr  —  R'dr'^zR'dr"  -t-  .  .  . , 

ce  qui   est   une   différentielle  exacte   relativement  aux  va- 
riables indépendantes  :r,  y,  z-,  puisque  R  est  une  fonction 
de  /•,  R'  de  /',  etc. 
On  aura  donc 


m  (  r 


-A--)=:qi  f   Rdr-:  I     R'dr'z^  ..., 


/■().  /■(,,  .  .  .,  étant  les  valeurs  de  /•,  /',  .  .  .,  correspondant 
à  la  première  position.  D'où  l'on  voil  que  raccroissemenl 
du  carré  de  la  vitesse  est  égal  à  la  somme  des  accroissements 
(pii  auraient  lieu  si  chacune  des  forces  agissait  seule  sur  le 
mobile,  pendant  qu'il  passe  de  l'une  des  positions  à  l'autre. 

20o.  Si  le  point  était  s(^llicilé  par  une  force  constammeni 
perpendiculaire  à  un  plan  fixe,  et  dépenilanl  unitpiemenl 
(Ir  l:i  distance  à  ce  plan,  les  nu'mes  conséquences  auraient 
heu,    parce   (pie   ce  n'est,   à  proprement   parler,  (|ue  le  cas 
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parliculier  OÙ  un  ccnlrc  serait  Iransporlc  à  l'infini,  dans  une 
direction  déterminée.  Mais  il  est  facile  de  faire  directement 
le  calcul  qui  s'y  rapporte. 

En  prenant  ce  plan  pour  celui  des  x  et  j',  les  équations 
générales  deviendront 

d-x  d'-y  d'z 


^'■-k'-=9.    f_V\z)dz. 


Si  la  fonction  F  est  constante,  par  exemple  s'il  s'agit  de  la 
pesanteur  à  la  surface  de  la  terre,  et  qu'on  prenne  Taxe 
dos  ;;  en  sens  contraire  de  la  pesanteur,  on  aura 

et,  par  suite, 

«•-  — /.-2  =  2^(/^  — .-), 

vu  désignant  j)ar  h  la  valeur  de  z  correspondant  à  la 
vitesse  k.  Les  surfaces  dont  l'équation  générale  était 
F(.r,  1,  xj)  =  o  sont  ici  des  plans  horizontaux,  et  l'on  voit 
(jii'un  point  matériel  libre,  ou  assujetti  à  se  mouvoir  sur 
une  courbe  ou  une  surface  fixe,  et  qui  part  d'un  ])oint  quel- 
conque dun  ]>lan  horizontal  donné,  avec  une  certaine 
vitesse,  parviendra  à  un  plan  horizontal  quelconque  avec 
une  vitesse  qui  ne  dépendra  nullement  de  la  courbe  qu'il 
aura  suivie  pour  y  arriver,  mais  seulement  de  la  distance 
de  son  point  de  départ  à  ce  plan. 


CHAPITRE  IX. 
MOUVEMENT  D  UN  POINT  SUR  UNE  COURBE  MATÉRIELLE. 


206.  D'après  le  principe  de  l  inertie,  le  mouvement  rec- 
tiligne  et  uniforme  d'un  point,  quel  qu'il  soit,  même  nul,  ne 
peut  être  modifié  que  par  une  force  étrangère,  de  quelque 
source  qu'elle  provienne;  que  ce  soit  d'une  action  à  distance 
ou  au  contact,  du  choc  d'autres  points,  ou  de  la  résistance 
iriine  courbe  ou  d'une  surface  matérielle,  sur  laquelle  il  est 
obligé  de  rester.  Si  ces  différentes  forces  pouvaient  être  con- 
nues en  grandeur  et  en  direction,  la  matière  qui  compose 
le  point  serait  dérangée  de  son  mouvement  rectiligne  et 
uniforme,  par  ces  forces  seules,  et  l'on  retomberait  dans 
le  cas  précédent  d'un  point  libre  sollicité  par  des  forces 
données. 

Nous  allons  nous  occuper  d'abord  du  mouvement  d'un 
point  assujetti  à  rester  sur  une  courbe  fixe  qui  ne  donne 
lieu  à  aucun  frottement  et,  par  conséquent,  ne  p«nil 
d('truire  ni  produire  que  des  forces  normales;  nous  suppo- 
serons en  outre  que  le  point  est  sollicité  par  des  forces 
extérieures  dont  la  résultante  est  connue. 

Soient 

V{^r,  y,z)  =  o,      {•\[.v,y,z)   -  u 

les  équations  de  hi  courbe  donnée;  N  la  force  normale 
inconnue  produite  sur  runil(';  de  masse  par  la  résistance  de 
la  courbe,  et  X,  [>.,  v  les  angles  (|u'elle  fait  avec  les  axes;  le 
seul  effet  de  bi  ((turbe  sur  poinl  li.iiil  de  produiri*  celt«» 
force,  on  peut  l.iiie  abstriirlioii  de  l:i  courbe  si  l'on  mirodml 
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colU'  force  ;  en  la  réunissant  à  celles  qui  sont  données,  le 
point  pourra  donc  êlre  considéré  comme  libre,  et  les  équa- 
lions  générales  de  son  mouvement  seront,  en  désignant 
par  X,  Y,  Z  les  composantes  de  la  force  accélératrice, 

-7-7  r=  X  -^  N  CCS  À,  -7^  =:  Y  —  N  ces  a,  -7^,  =;  Z  -^  N  COSv. 
dt-  '       df-  '  dt- 

La  direction  déterminée  par  les  angles  a,  jj.,  v  étant  per- 
pendiculaire à  la  tangente,  on  aura 

doc  cosX  -{-  dy  ces  a  -t-  dz  cosv  =  o 

et,  de  plus, 

ces*  X  -+-  cos^  a  -t-  cos^  7  =  1. 

On  a  donc  sept  équations  entre  les  huit  quantités  x^y^  ^, 
A,  [jL,  V,  N,  t;  et  il  sera  toujours  possible  d'exprimer  les  sept 
premières  en  fonction  de  t.  Quand  on  y  sera  parvenu,  tout 
ce  qui  se  rapporte  au  mouvement  du  point  sera  déterminé. 
Lorsque  l'on  a 

X  dx  H-  Y  dy  -r'Ldz=zdo[x,y,z), 

les  équations  précédentes  donnent 

d.T  d^.v  -1-  dv  d^v  -h  dz-  d^z 


df" 
et,  en  intégrant, 

dx-  -+-  dy-  -+-  dz- 


d  ^{x,  y,z) 


2?(-3^,7,  -)-^C 


dl- 

La  constante  C  se  déterminera  par  la  valeur  de  la  vitesse  r 
au  point  de  départ.  D'ailleurs,  les  équations  de  la  courbe, 
résolues  par  rapport  à  x  et  v,  donneront 

L  équation  précédente  deviendra  donc 
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d'où 

dt^dz-h{z), 

'h{z)  désignant  une  fonction  connue  de  ^  ;  on  tirera  de  là 

(=  ('dz-<Az)-a, 


■.fd.-H  = 


C  étant  déterminé  par  la  valeur  initiale  de  :;.  On  connaîtra 
donc  ainsi  z  en  fonction  de  ^,  et,  par  suite,  x  et  j'  le  seront 
d'après  les  équations  de  la  courbe. 

En  appliquant  ces  calculs  au  cas  où  la  courbe  est  un 
cercle  vertical,  on  aura  à  faire  une  intégration  qui  exigera 
l'emploi  des  séries.  Quand  le  mouvement  sera  oscillatoire, 
il  sera  celui  d'un  pendule  simple.  On  en  trouvera  le  détail 
dans  tous  les  Traités  de  Mécanique.  Il  y  a  une  courbe  qui 
donne  un  résultat  remarquable,  c'est  la  cvcloïdc  placée  de 
manière  que  son  axe  soit  vertical.  On  reconnaît  lacilement 
que,  dans  ce  cas,  les  oscillations  ont  la  même  durée,  quel 
que  soit  le  point  de  la  courbe  d'où  parte  le  mobile  sans 
vitesse  initiale.  Cette  propriété  avait  fait  penser  à  mesurer 
le  temps  au  moyen  d'un  pendule  simple  dont  l'extrémilé 
décrirait  des  arcs  de  cycloïde.  Mais  un  pendule  simple  n'est 
pas  réalisable  et  offrirait  d'ailleurs  de  graves  inconvénients, 
par  les  résistances  et  par  la  construction  même  des  appa- 
reils. C'est  pour  cela  qu'on  y  a  renoncé  et  (pi'on  n'emploie 
que  le  pendule  circulaire;  et  ce  n'est  pas  un  pendule  sinq)le 
qu'on  cherche  à  réaliser,  c'est  au  contraire  un  corps  d'une 
masse  assez  considérable,  et  dont  les  oscillations  suivent  les 
mêmes  lois  que  celles  du  pendule  simple,  comme  nous  le 
verrons  [)lus  tard.  Ces  calculs,  au  reste,  ne  sont  pas  indis- 
pensables pour  ht  construction  des  pendules  qui  servent  à 
tii<'>iirrr  le  temps,  cl  (pu  si"  règlent  sur  le  mouNenient  diurne 
des  astres. 


CHAPITRE  X. 
DU  MOUVEMENT  D'UN  POINT  SUR  UNE  SURFACt:  MATÉRIELLE. 


207.  En  supposant  que  celle  surface  ne  puisse  faire  naîlrc 
aucun  frollement,  son  action  ne  peut  consister  qu'à  pro- 
duire sur  le  point  une  force  normale,  qui  peut  avoir  l'un 
(|uc]conque  des  deux  sens,  à  partir  du  point  sur  la  normale 
à  la  surface.  Désignons  celle  force  par  N,  par  a,  ;j.,  v  les 
angles  que  sa  direction  fait  avec  les  axes,  et  supposons  (lue 
le  point  ait  une  masse  égale  à  l'unité,  les  équations  du 
mouvement  seront 

-j— -X -4- xXcosX,      -77:^  =  V  4- Ncosy-,      -7-, —Z -h  Noos  V, 
al-  al-  al-  ' 

et,  si  F  ^=  o  est  l'équation  de  la  surface  et  qu'on  pose 


y  \dx 


clx)   ^\dy)   ^\dz) 


d¥  ^dV  V/F 

C05/  n:  V  — —  ,      CCS  a  ;=  V  -7—  j       cosv  -—  V  — —  . 
ax  '  clj  dz 

Le  double  signe  de  V  correspond  au  deux  sens  de  la  nor- 
male, et  le  calcul  fera  connaître  en  chaque  point  le  signe 
qui  conviendra. 

Si  l'on  substitue  dans  les  premières  équations  les  valeurs 
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de  coSA,  cos;j.,  cosv,  on  aura 


\  dt-  dz 

Eliminant  N  entre  ces  trois  équations,  on  aura  deux  équa- 
tions qui,  jointes  à  F(x,  y^  z)  =  o,  délermineront  x,  y,  z 
en  fonction  de  /,  et  toutes  les  circonstances  du  mouvement 
en  résulteront. 

Ces  calculs,  en  général  impraticables,  se  simplifient  cpiand 
on  a 

Xda^^Ydy^Z dz  -  d  o{j:,  > ,  c ) 

et,  par  suite, 

G  désignant  une  constante  arbitraire,  déterminée  par  l'état 
initial. 

En  effet,  les  équations   (>)   donnent    immédi.ttcnient   les 
deux  suivantes  : 


(^-) 


[  d.r  -— -  —  dy  -^—  —  \  d.v  -   \  dv  -r-W\  -,—  dur ^dy   i 

\        dt^  •     dt^  "  \dY  dx  •'/ 

1    ,     d^z         ,    d'.r       ,,  ^  ^,   ,         .,,Yr/F   ,  //F  ,  \ 

/  <-/■'  -r^  —  ^/-  -TV  '    l^  dx  —  X  f/c  -H  N^    -j-  dx T-dz\- 

'  dt-  dt-  \dz  dx       ' 


Or,  en  différentiant,  par  rapport  à  une  variable  qu<'lc«)ii(pir, 
ridentilé 

dy 

dy         dt 

dx  ~    dx 

~di 


on  trouve 


d. 
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,     d-y  d^J- 

,  dx  -i—  —  dv  -y— 

dr  dt-         -    dt- 


dx  /  dj-\- 

\dt 
iloù 

d-^■        ,     d'-j-       /da:\-  ,   dv         ,  / dx\-  ,    d 


dt-  -    dt-        \dt  dx  \  ds  /         dx 


•Id 


cl  ae  même 


d^z  dKv  /dxy       dz 

dt-  dt^  \</'^/         d^ 

En  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (vt),  et  rem- 
plaçant (-  par  loi^Xy  y,  z) -r- Q,  puis  éliminant  entre 
elles  N\  ,  on  aura  une  équation  difFérentielle  entn^  ^^J'^  ^1 
où  le  temps  n'entrera  pas,  et  qui,  conjointement  avec 
P'(^,  j,  ^)=  o,  déterminera  la  trajectoire.  Connaissant  r 

et  z  en  fonction  de  x,  et  -7-  en  fonction  de  oc^  r,  z^  on  par- 
viendra facilement  à  une  équation  delà  formule  t//  =  'i;(jc)</a', 
d'où  l'on  déduira  x  en  fonction  de  /,  et,  par  suite,  toutes 
les  circonstances  du  mouvement. 

208.  Pression  exercée  sur  la  surface.  —  l.,a  compo- 
sante normale  de  la  résultante  de  toutes  les  forces  appliquées 
au  mobile,  en  v  comprenant  l'action  de  la  surface,  est  dans 

\v  plan  osculateur  de  la  trajectoire,  et  égale  à  —  •  Cette  der- 
nière force  est  donc  la  résultante  de  lu  force  produite  par 
la  surface,  qui  est  normale  à  la  surface  et,  par  suite,  à  la 
Irajectoire,  et  de  la  composante  Q  normale  à  la  trajccloirt;, 
de  la  force  extérieure  qui  agit   sur  le  mobile.   Par  suite  la 

force  produite  par  la  surface  est  la  résultante  de  -r-  et  de  la 

ri 

force  opposée  à  Q.  Reste  à  connaître  le  plan  osculateur,  qui 
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renfcrnu-  la  force  t^'  Si,  pour  cela,  on  désii;nc  par  0  Tanj^le 

«lu  j)lau  osculalcur  avec  la  normale  à  la  suriace,  et  par  ■!/ 
celui  de  la  force  Q  avec  la  même  normale,  on  aura  la  pro- 
jiortion 

77  I  Q  II  siiii/  I  ^i^0. 

(^etle  relation  déterminera  la  direction  du  plan  osculateur 
quand  on  connaîtra  c,  R,  Q,  6.  Dans  le  cas  particulier  où 
Ton  aurait  0  =  o,  il  en  résulterait  0  =  o,  et  le  plan  oscu- 
lateur serait  le  plan  normal  à  la  surlace.  Ce  cas  est  celui 
où  la  force  extérieure  est  nulle,  ou  tangente  à  la  trajectoire  : 
il  comprend  donc  celui  où  il  a  aurait  frottement  sur  la  sur- 
face, ou  une  résistance  de  milieu.  Dans  ces  divers  cas,  le 
plan  osculateur  de  la  trajectoire  étant  constamment  normal 
à  la  surface,  cette  ligne  est  la  plus  courte  que  l'on  puisse 
mener  sur  la  surface  entre  deux  quelconques  de  ses  points. 

On  peut  reconnaître  directement  que  lorsque  la  force 
extérieure  est  nulle  ou  dirigée  suivant  la  tangente  à  la  tra- 
jectoire, le  j)lan  osculateur  de  cette  courbe  est  normal  à  la 
surface.  En  eOel,  ce  ]>lau  doit  renferm<>r  la  tangente  à  la 
trajectoire  et  la  résultante  totale,  c'esl-à-dii-e  unr  des  com- 
posantes et  la  résultante  :  il  renferme  donc  l'autre  compo- 
sante qui  est  la  normale  à  la  surface,  et,  par  conséquerït.  \\ 
est  lui-même  normal  à  la  surface. 

iNous  renvoyons  aux  l'iaités  spéciaux  pour  les  application^ 
de  la  méthode  générale  à  des  surfac<'S  particulières.  CjC-^ 
calculs  olfrent  encoi'<'  plus  de  difficulté  (pie  «"eux  (pii  se 
rapporlenl  aux  courbes  fixes. 


CTT  \lMrRK   \[. 
DU  MOUVEMENT  RELATIF  D  UN  POINT. 


2Û!>.  Les  principes  précédents  et  tont<'s  les  conséquences 
(|ue  nous  en  avons  déduites,  concernent  le  mouvement  rap- 
porté à  un  s>stème  immuable  dont  les  diverses  parties  con- 
servenl  les  mêmes  situations  les  unes  par  rapport  aux  autres 
lors  même  rprelies  ne  seraient  pas  liées  invariablemeni 
entre  elles. 

Lorsque  nous  avons  reconnu  la  présence  dune  force 
accompagnant  le  déplacement  d'un  point,  ce  déplacement 
«Hait  relatif";  lorsque  nous  avons  démontré,  par  exemple, 
qu'un  point  qui  décrivait  un  cercle  d'un  mouvement  uni- 
forme était  sollicité  par  une  force  constante  dirigée  vers  le 
rentre,  il  s'agissait  d'un  cercle  relatif  et  d'un  raou\enienl 
relatif.  La  force  centrifuge  f[ui  en  résultait  si  le  cercle  était 
matériel,  jjressait  ce  cercle,  lié  au  système,  par  suite  du 
mouvement  relatif  qui  était  le  seul  auquel  les  équations 
>  applnpiaient.  Cette  conséquence  reconnue  expérimenta- 
lement, et  autres  semblables,  ne  pourraient  donc  être  invo- 
quées pour  prouver  l'existence  d'un  prétendu  raouvemenl 
absolu,  dont  on  ne  peut  même  donner  une  définition. 

Nous  allons  maintenant  supposer  que  le  système  par  rai>- 
port  auquel  on  considère  le  mouvement  d'un  point,  est 
rigide,  et  en  mouvement  par  rapport  au  système  fonda- 
mental dont  les  points,  liés  ou  non  les  uns  avec  les  autres, 
<;onservcnt  indéfiniment  les  mêmes  positions  relatives,  et 
auquel  on  rapportera  tous  les  mouvements.  Pour  la  clarté 
et  la  brièveté  du  discours,  on  pourra  nommer  ces  derniers 
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nwui'emcnls  absolus,  et  appeler  relatifs  ceux  (jui  scroiii 
rapportés  au  système  rigide  en  mouvement.  F^our  plus  de 
commodité,  nous  rapporterons  les  positions  relatives  du 
point  à  trois  axes  rectangulaires  liés  invariablement  au 
système  mobile,  de  sorte  que  la  position  de  ce  point  sera 
déterminée  à  chaque  instant  dans  le  système  par  ses  coor- 
données relatives  à  ces  axes  ;  et  le  tout  sera  rapporté  à  troi> 
axes  que  nous  appellerons  fixes,  en  entendant  toujours  par 
là  qu'ils  sont  liés  invariablement  au  système  fondamental 
auquel  tous  les  mouvements  sont  rapportés,  et  relativement 
auquel  tous  les  principes  généraux  sont  admis. 

210.  liC  problème  que  nous  nous  proposons  peut  alors 
être  énoncé  en  ces  termes  : 

Le  mouvement  d'un  système  rigide  riant  détermine, 
trouver  le  mouvement  relatif  d'un  point  dont  on  donne 
l'état  initial  et  les  forces  par  lesquelles  il  est  sollicité. 

Et  celte  question  peut  être  envisagée  sous  la  forme  sui- 
\ante  : 

Déterminer  par  rapport  à  des  axes  fixes  un  mouve- 
ment qui  soit  identique  au  mouvement  du  point  en 
question  par  rapport  aux  axes  mobiles. 

Newton  est  le  premier  qui  ait  résolu  cette  question,  qu'il 
s'était  proposée  à  Toccasion  du  mouvement  des  |)lanète> 
autour  (lu  Soleil.  Ce  grand  géomètre,  après  avoir  créé  la 
théorie  du  moinenicnl  produit  par  laction  attractive  ou 
répulsive  d  un  centre  fixe,  a  bien  conq)ris  qu'elle  n'était  pa> 
iramédialemeni  iqiplicable  au  mouvement  des  planètes,  si 
le  Soleil  n'était  pas  immobile.  Va  il  ne  pou\ail  le  supposer 
immobile  après  avoir  établi  le  système  de  l'attraction  uni- 
verselle. Il  a  donc  été  obligé  de  tenir  «'ompte  du  tlérange- 
inenl  produit  sur  le  Soleil  par  l'action  des  planètes.  El  alors, 
en  se  bornani  au  syslème  d'une  seule  planète  et  du  Soleil, 
il  s'est  posé  le  problèine  xiiiv.inl   : 
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Connaissant  les  forces  qui  solliciletil  deux  points 
libres,  trouver  le  mouvement  de  r un  par  rapport  à  des 
axes  qui  sont  transportés  parallèlement  à  eux-méntes  et 
passent  constamment  par  l'autre  point. 

Pour  ramener  ce  mouvement  relatif  à  un  iiK^nNcnienl 
absolu,  et  n'avoir  plus  qu'à  appliquer  sa  belle  tbéorie  des 
forces  dirigées  vers  un  cenlre  fixe,  il  a  posé  un  principe 
général  que  nous  ferons  connaître  lors(jue  nous  parlerons 
de  la  grande  découverte  de  l'altraclion  universelle;  nous 
nous  bornerons  ici  à  montrer  comment  les  théories  précé- 
dentes résolvent  immédiatement  la  question  du  mouvement 
r«;lalif. 


CHAPITRE  XIJ. 

MOUVEMEM  RELATIF  A  DES  AXES  QUI  SE  MEUVENT 
SANS  CHANGER  DE  DIRECTION. 


21  1 .  Soienl  j",  )',  :■  los  coordonnéos  d  un  |)oiiil  inoliile  M. 
par  rapport  à  des  axes  fixes,  auxquels  sonl  constammenl 
parallèles  les  axes  mobiles;  x',  i',  z-'  les  coordonnées  du 
même  point  ]>ar  rapport  à  ces  derniers,  et  a,  />,  r  celles  d»- 
l'origine  mobile  V.  On  aura  les  équations 

(i)  .v  =  a -{-■£',     y=zb-t-r'.     z  =  c-hz'. 

D'où 

>l.r  _  ria  ^  rAr'        riv   _    rjj>^  ^  rjy^        "^'^   ^   'lH^  '^' 

^^^  7ÏÏ  ~^  ~^  ~~  ~7/t  '    777     77/ "^777'    Tt  '  TFf  ~^  7/t  ' 

fi'-j-      it-a       (t-j'     fl-y_^(/-0      t/-y       f/-z       c/-c       (/-:■'  ï 

lù  .SI  Ton  rdtisIruiMiil  ;i  ('liacpu;  nislaiil  par  lappuil  à  dr.> 
axes  fixes  un  poiiii  M'  dont  les  coordonnées  seraient  ét;ales 
à  :r',  1'',  z' f  ce  pouU  aurait  un  niouNruient  absolu  idcntKpit 
au  niouvenu'nt  relalil  du  uu)bil«'  douiu'-. 

Les  poMtn)ns  initiales  t'-taul   ilouiif<*s.  aiu>i   cpu'   lo  etuu- 

posanlcs    des   vitesses    d»>   l'on^iMe    et    du    point    donné,   ou 

,     ,  ,  ....  i/.r    (iy    (iz 

rniinail    les   \a  eiiis  initiales   ijr  ./■,   r,  r.  n.  h.  t\  -j-,  -;- >  -7-  • 

(/{     (If     Ht 

da    db    th  11        1  -      -    f^-^'    ffy'     'f- 

-,    ,  —T)  -,    '   el  ,    par  suite,   eelles  de  ./'  ,    r  ,   r  .  — r- >   -—  >      ,     . 
f/f       tff      dl  ^  •  dt        dl        dt 

(lui    eonstiliieni     ICLiI     initial     «lu     |ioinl     M  .    ('.es    valeurs 
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seront 

x'  z=z  .V  —  a,      y'  =-  y  —  ^,     z'  ^-  z  —  c, 


d.r'        d.r 

da 

dy' 

dy        dh 

dz' 

dz        dr 

dt  ~  dl 

-jr 

Tiï^ 

~~~dt    dr 

dt  ~ 

'~  Tt"  TTl 

On  voit  par  là  (|uo  lu  vitesse  initiale  de  M  ,  ou  la  vitesse 
relative,  est  la  résultante  de  la  vitesse  initiale  de  M  ri 
dr  la  vitesse  initiale  de  V,  prise  en  sens  eontraire. 

C'est  ce  qu'il  est  facile  d'établir  géométriquement,  comme 
udus  lavons  fait  clans  V  Introduction  du  Cours  de  Méca- 


nique. 

i^es  équations  (3)  donnent 

,     d-x'       d-u       d-a       d-y'       d'-y 
^'^    dt-        dt-       dt-'       dt''        dt- 

dH^ 
dl-  ' 

d^z' 
dt-~ 

d-z 
~  df- 

rPc 
dt*- 

Or,  les  seconds  mendires  de  ces  équations  sont  connus.  En 

,,.       d-x    d- y    d- z  ,  i     i     r 

eliet,  — 7-r  >  — TT-j  —r-r  sont  les  composantes  de  la  force  acce- 
'  dl-     dt-     dl-  ^ 

iératrice  appliquée  au  point  .M;  ce  sont  donc  des  fonctions 

connues  de  .r,j>%  c,  /. 

Q,    d-a    d-b    d-r     ..  ,  ,  .  ,  ,  r.. 

uant  a  — r-r'    -nr->  — r- »  d  V  a  deux  cas  a  considérer,  oi 
dl-     dl-      dl- 

I  on  donne  le  mouvement  de  l'origine  A,  ce  sont  des  fonc- 
tions connues  de  /,  et  les  seconds  membres  des  équa- 
tions (4)  sont  des  fonctions  connues  de  .r,  y,  z.  t,  et,  par 
-iiite,  de  x' ,  r\  :■'.  ('. 

Mais  si  Ion  connaît  seulement  la  force  accélératrice  qui 

donnerait  a  un  point  le  mouvement  même  de  A,  -rv  "^TT^' 

fl-c  ,  ,  r 

-jji  seront   les   composantes  de   cette  lorce,   et,    par  suite, 

des  fonctions  connues  qui  pourront  renfermer  «,  b,  c,  L. 
Mais  rt,  ^,  c  pourront  se  déterminer  séparément,  puisque 
Pon    connaît    l'éiat   initial  de   l'origine    V  et  la    force    ac- 
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célératrice    (jui    lui    est    appliquée;    on    connaîtra    donc    le 

mouvement  de  ce  point,  et  l'on  rentre  dans  le  premier  cas, 

.   rl*a    d-b    cPc  ^      c         •  i        t  i 

ou  -7-r5  —rz^—7—.  sont  des  fonctions  connues  ne  /.  Les  seconds 
at-     rit-    dV- 

rnembres  des  équations  (4)  deviennent  donc  encore  des  fonc- 
tions de  x' ,  y',  z',  /;  en  les  intégrant,  on  aura  x' ^  y\  z'  en 
(onction  de  t,  et  le  problème  sera  résolu. 

212.  Les  équations  (4)  font  connaître  immi'-diatement  la 
force  qu'il  faudrait  appliquer  à  un  point,  pour  (ju'il  eût  un 
mouvement  absolu  identique  au  mouvement  relatif  cliercbé. 

En  effet,  dans  ce  mouvement  absolu  les  coordonnées  du 
point  ont  les  mêmes  valeurs  que  x\  v',  z';  les  premiers 
membres  de  (4)  sont  donc  les  composantes  de  la  force  accé- 
lératrice dans  ce  mouvement,  c'est-à-dire  de  la  force  accé- 
lératrice relative.  Or  les  premiers  termes  des  seconds  mem- 
bres sont  les  composantes  de  la  force  donnée,  les  seconds 
termes  changés  de  signe  sont  les  composantes  de  la  force 
accélératrice  qui  donnerait  à  un  point  libre  le  mouvement 
même  de  l'origine;  les  équations  (4)  expriment  donc^  l;i 
proposition  suivante  : 

La  force  accélératrice  relative  est  la  résultante  de  la 
force  donnée  et  de  la  force  égale  et  opposée  à  celle  qui 
produirait  le  nmurenwnt  fie  l'origine. 

L'état  initial  du  mobile  dans  ce  mouvement  absolu  se 
déterminerait  comme  nous  l'avons  indicjué. 

Cette  proposition  peiil  mcore  se  dciinirc  de  considérations 
géométriques,  comnir  mous  le  ferons  \oir  tout  à  rheurc 
dans  le  cas  «rénénd. 


CIIAPIIRE  XIII. 

MOUVEMENT  D  UN  POINT  PAU  RAPPORT  A  UN  SYSTEME  RIGIDE 
ANIMÉ  D  UN  MOUVEMENT  CONNU  QUELCONQUE. 


213.  Lors(|iie  le  svslt'mc  rigide  n  avait  qu'un  mouvemenl 
de  translation,  nous  avons  pu  supposer  iiididV'remmctit  que 
ce  mouvement  était  connu,  ou  que  Ton  donnait  seulement 
les  forces  capables  de  produire  sur  un  point  matériel  le 
mouvement  même  d'un  point  du  système  mobile.  Dans  le 
cas  actuel,  nous  supposons  connu  le  mouvement  de  ce 
système,  parce  que  le  problème  de  sa  détermination  d'après 
des  forces  données  serait  trop  compliqué,  et  d'ailleurs  nous 
n'avons  pas  encore  fait  connaître  le  moyen  de  le  mettre  en 
équation.  En  conséquence,  nous  prenons  comme  donné  le 
mouvement  de  trois  axes  liés  au  système;  de  sorte  que  les 
coordonnées  de  leur  origine,  ainsi  que  les  angles  formés  par 
ces  axes  avec  les  axes^xes  de  coordonnées,  seront  des  fonc- 
tions connues  du  temps;  et  la  question  a  toujours  pour  objet 
de  déterminer  en  fonction  du  temps  les  coordonnées  par 
rapport  aux  axes  mobiles,  du  point  donné  qui  est  sollicité 
par  une  force  absolue  donnée. 

Les  équations  qui  lient  les  coordonnées  du  point  parraj)- 
j)orl  aux  axes  fixes  et  aux  axes  mobiles  sont 

l  a:  =  ;  -i-  ax'  -+-  by'  -~-  cz' , 
(i)  \y=r,-i-a'a:' -hb'f-i-c'z', 

Comme  nous  lavons  dit^  ;,  r„  Z,  a,  />,  r,  </',  b\  c',  a".  b'\  c" 
sont  des  fonctions  données  du  lem|)s,  ei  il  s'agit  de  trouver 
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./■',  i',  z'  en  fonction  du  temps,  l^our  obtenir  des  équations 

pro|iios  à  déterminer  ces  trois  quantités,  il  suffit  de  remar- 

,,         ,  ,  .  ,     ^-j?    d-y    d^z 

((uei-  que  I  on  donne  les  expressions  de  -r^^  -pr?  -r^'  qu' 

sont  les  composantes  de  la  force  accélératrice  agissant  sur 
le  mobile;  ces  expressions  peuvent  dépendre  du  temps  /  et 
des  coordonnées  .r,  y,  z-  qui  s'exprimeront  en  x' ,  y',  z' , 
iiu  niuven  des  équations  (i).  On  voit  donc  qu'en  différen- 
li;mt  deux  fois  ces  dernières,  on  aura  trois  équations  diffé- 
rentielles du  second  ordre  entre  jr' .  y\  z',  t.  En  les  inté- 
grant, on  aura  û:',  r',  z'  en  fonction  de  /  et  de  six  con- 
stantes  arbitraires  qui  se  détermineront  au  moyen  des  valeurs 

...         ,        ,       ,       ,    djc'    dv'    dz' 
iiitiales  de  x  ,  y  . 


et  ces  valeurs  scroni 


•    dt      (Il      dl  ' 

connues  au  nioven  des  équations  (i)  el  de  leurs  premières 

tiérivécs,  puisqu'on  connaît  les  valeurs  initiales  de  x,  y.  z. 

dx    dv    dz    r  11.  1  1»  .1 

-1- y  -y-'  —r'  ^^c  problème  sera  donc  complètement  résolu. 

La  première  différentiation  opérée  sur  les  équation*;  (  T^ 
tlonne 


d.r 

dl 

1  f/l          ,  do 

~'\dt~^''  di 

,  dh 
->    -di 

.  dc\ 

-  '  dt  ) 

(       dx' 

-\"  di 

1    ^.> 

dz'\ 

-^7?r)' 

l 

-  ^    di 

\dy 

j  dt 

.  dl, 
'    'dl 

dt  ) 

di 

.  dz   \ 

■'■ir)' 

dz 

dt 

"'\dl        dt 

-"  '■  7/7 

,dc'\ 

1     „  dx 
[''    -di 

-^   di 

di   ' 

Le-  pri'iiiuii-.  |i. Il  lies  dc>  second>  uicmbii^   ndhi    |.>  \,i- 
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,  .         .         (Lr    fh     il:    .     ,      ,      ,   ,     • 

l<Mir>  (III  auraient  -7-1  —^  -7-  si  j"  ,  )  .  ;    elaienl  C(»nstaiils; 
'  (Il     (il     (Il 

<  c  sont  (Jonc  li-s  composantes  parallèl*"S  à  u",  1',  ;  de  la  vi- 
lessc  absolue  du  point  du  s\stèine  qui  coïncide  avec  le  mo- 
bile, dans  la  position  quelconque  où  on  le  considère  :  les 
secondes  |)arties  sont  les  composantes  de  la  vitesse  relative, 
parallèlement  aiix  axes  des  x.  )\  z.  Les  équations  (9.) 
expriment  donc  que  la  vitesse  absolue  du  point  est  la  résul- 
I aille  de  sa  \itesse  relative,  et  de  celle  du  point  rlii  svstènie 
(pii  coïncide  avec  le  mobile  daii>  la  position  que  Ion  consi- 
dère. Kt.  par  conséquent  : 

Lu  ri/pssr  1(^1(11  ne  du  mobile  es/  lu  icsiilttinte  de  su 
riiesse  (thaolue  et  de  la  vitesse,  prise  en  sens  contraire, 
du  point  du  système  qui  coïncide  (nec  la  position  (fue 
l'on  considère  du  mobile. 

("i"esl   ce    ipie   \\m    peut  facilement   établir    sans   calcul. 
\  ove/.  (ou/s  (If  M('>iiinique  .\ 

, , ,    ,         ,         ,   (1-  y    d- 1  ■    fl-  z  ,. 

21  t.   Les  valeurs  de — tt-»  — tt  ^  — rr-  Qn<'    loiiriiisseiil   ces 
df-       dt-       (II-     1 

l'qualions  (  i)  diflérentiées  deux  lois,  et  qui  sont  les  compo- 
santes de  la  force  accélératrice  relati\e.  piésentenl  une  dé- 
composition de  celte  force,  beaucouj)  plus  complicpiée  que 
dans  le  cas  où  le  svslème  n'a  qu'un  simple  mouvement  de 
translation.  Cette  décomposition  olfre  de  lintérèt,  bien 
(pi'elle  ne  dispense  pas  des  calculs  que  nous  venons  dindi- 
ipier;  c'est  M.  Coriolis  qui  l'a  fait  connaître,  et  l'a  déduite  de 

,      ,.  ,  .  .     d-jr'     d-y'    d- z'     ,,   . 

la  forme  des  expressions  de     , ,  >  —H-i  —nr-  ->lai>  on  peiil 
*  dt-       dt-      dt- 

V  parvenir  facilement  par  la  décomposition  i;éomélri(|iie  de 
la  déviation  relative. 

D'après  la  définition  que  imuis  avons  donnée  de  la  dévia- 
lion,  on  obtiendra  la  déviation  relative  du  mobile  en  une 
quelconque   de  ses   positions  M.    en  cboiclianl    sa   position 
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relative  après  un  temps  infiniment  petit  0,  et  la  joignant  à 
la  position  qu'aurait  sur  la  tangente  à  la  trajectoire  rela- 
tive, un  point  partant  de  M  en  même  temps  que  le  mobile, 
avec  une  vitesse  constante  égale  à  la  vitesse  relative  du  mo- 
bile en  M.  Elle  sera  la  déviation  dans  le  mouvement  absolu, 

identique   a»i  mouvenicnt  relatif;   et  en    la   divisant  j)ar  —  > 

on  aura  l'expression  de  la  force  accélératrice  dans  ce  mou- 
vement absolu,  ou  de  la  force  accélératrice  relative.  Nous 
allons  montrer  comment  cette  déviation  relative  peut  être 
décomposée  en  d'autres  plus  simples,  d'où  résultera  la  dé- 
composition de  la  force  elle-même. 

Soient  M(/ig.  24)  iin^  position  quelconqu(>  du  mobile, 
MU   sa    trajectoire    absolue.    Ml/  sa    trajectoire    relative, 


c'est-à-dire  la  courbe  (pii,  liée  au  >\slènie  mobile,  ren- 
ferme toujours  la  position  absolue  du  point;  Mli|  la  Ira- 
jeetoii-e  absolue*  du  jioint  du  sxstème  qui  eoïnridait  awc 
le  mobile  en  M.  Si  l'on  preiul  sur  les  tangt'nles  aux  courbes 
Ml)',  MU,  des  (juantités  Ml",  MT,  égales  aux  («spaees  que 
pareoinraieul.  d;uis  un  tem|>s  iidiniment  petit  0,  des  niobib*-* 
partant  de  M.  l'uti  a\ee  la  \ilesse  relative,  l'autre  avec  la 
vitesse  du  poiui  M  du  ^\>lèu\e,  ces  quantités  pcuuront  re- 
présenter   tes    \ilessts,    cl    la    diagonale    MT   du    parallélo- 
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ij;iainm('  J 'MT,  J'  rcprésenlera  en  direction  et  en  grandeur 
la  vitesse  du  point  sur  sa  trajectoire  MU;  de  sorte  qu'un 
point  partant  de  M  avec,  cette  vitesse  se  trouverait  en  'V 
après  le  temps  fj. 

Cela  posé,  soient  ///,  ///,  ///, ,  après  ce  même  temps  (j, 
les  positions  des  points  qui  décrivent  les  trois  courbes  en 
partant  de  M;  la  courbe  MU'  sera  transportée  avec  le  sys- 
tème, auquel  elle  est  liée,  et  par  conséquent  la  position  m' 
du  point  mobile  se  confondra  avec  sa  position  absolue  m. 
et  le  point  M  du  svstème  sera  en  ;/?,  ;  de  sorte  que.  poui- 
avoir  la  position  du  système  après  le  temps  0,  il  faudra  lui 
donner  un  mouvement  de  translation  qui  amène  M  en  ni  t. 
et  ensuite  un  mouvement  de  rotation  autour  d'un  axe  pas- 
sant en  /;?,  et  dont  la  direction  différera  infiniment  peu  de 
l'axe  instantané  correspondant  au  point  infiniment  voi- 
sin M. 

Maintenant  il  est  lacile  de  voir  que  les  lignes  Tni,  T'  /«', 
Vf  m,  sont  les  déviations,  dans  le  mouvement  absolu  du 
mobile,  dans  son  mouvement  relatif,  et  dans  le  mouvemeni 
du  point   du   système.  Elles  donneraient  ces  forces  mômes 

A- 

en  les  divisant  parla  même  <{uantilé  — ;  elles  peuvent  donc 

être  prises  pour  représenter  proportionnellement  ces  trois 
forces. 

Pour  reconnaître  la  dépendance  qui  existe  entre  ces 
lignes,  il  faut  effectuer  le  mouvement  du  système  et  recon- 
naître sa  position  après  le  temps  0. 

Nous  décomposerons  le  mouvement  de  translation  pa- 
rallèle qui  amène  M  en  /n^,  en  deux  mouvements,  dont  le 
premier  amènerait  M  en  T,,  puis  de  T|  en  /n,.  Tous  les 
points  du  SNStème  auront  des  mouvements  identiques.  La 
première  translation  amènera  T'  en  T;  la  seconde  l'amè- 
nera en  m",  en  menant  Tni"  parallèle  et  égale  à  T,  ///,.  Il 
ne  reste  plus  qu'à  effectuer  la  rotation  autour  d'un  axe  m,  1 
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passani  j)ar  /y?|,  et  le  système  sera  parvenu  à  la  posiliuii 
qu'il  occupe  réellement  après  le  temps  0,  et  dans  laquelle 
"le  point  ni'  est  le  point  m  lui-même,  de  sorte  qu'il  n'est 
nécessaire  de  s'occuper  que  du  mouvement  de  /«".  Soit  ;j. 
la  position  où  la  rotation  Tamène  ;  en  joignant  ce  point 
à  m,  la  liîjnc  \}.in  représentera  en  direction  et  en  grandenr 
la  déviation  relalixe  T'///'. 

Le  quadrilalrrc  Vni'j.ui'  donn»^  la  solulioii  de  la  (pies- 
tion.  En  efleU  Vm  est  la  déviation  dans  le  mouvement  ab- 
solu du  point  ,  \}j)i  la  déviation  dans  le  mouvement  rela 
tif,  Vm"  celle  du  mouvement  du  point  du  système.  Il  ne 
reste  donc  qu'à  reconnaître  la  grandeur  et  la  direction  du 
quatrième  côté  m";x,  et  l'on  connaîtra  les  trois  forces  dont 
on  pourra  considérer  la  force  relative  comme  la  résultante. 
Ce  côt(''  nf[}.  est  un  arc  de  cercle  décrit  ])ar  ni  tournai' I 
autour  de  ///|I,  que  l'on  peut  considérer  comme  ])aral- 
lèle  à  l'axe  instantané  au  point  M:  et  la  \ilesse  angulaire 
avec  laquelle  s'opère  ce  mouvement  peut  être  regardée 
comme  la  même  que  la  vitesse  angulaire  m  autour  de 
l'axe  instantané  en  M  :  car  il  ne  j^eut  résulter  de  là  que 
des  erreurs  infiniment  petites  par  rapport  à  la  quantité  à 
cidculer.  J/angle  (h'cril  par  le  sNstème  autotn*  de  l'axe 
en  nxy  peut  donc  être  considéré  eomnu'  égal  à  «oO.  Pour 
avoir  le  raNon  de  l'are  ///"y.,  il  faut  al)aiss(M'  de  ///'  une  per- 
|>rii(lirulan-e  sur  ///,l.  cpii  est  égalr  à  ni ^  nt  sine.  'J  élanl 
raiigle  de  m  y  ni'  .ivcc  /;/ ,  I.  on  de  la  îangciitr  à  la  trajec- 
toire relali\e  a\<'c  I  axi-  ni^t;int;inc.  (  )r.  ■<!  Ton  désignr 
par  r,  la  vitesse  relali\e.  on  aura 

m,///"     -e,.0: 

donc  ;j.///  sera  égal  an  produit  de  »  ,  0  ^in  :  pur  (.)0.  cl.  par 
eonS(''(piriil . 

•/.///"       »',.(.>0'-  "'iii  0 


(  Ml, Mil    .1    l.i    direction   lin    \\\\{-   ni-).,   elle   e^t    e\  ideniincnt 


illVI'lTHi;    Mil.  \o'\ 

perpendiculaire  au  plan  l/n^/n",  ou  à  uu   j)laii  pa.ssaul   par 

l'axe  instantané  et  la  direction  de  la  vitesse  relative,  (;t  le 

sens  du  mouvement  qui    Ta  décrit  est  celui  de  la  rotation 

autour  de  Taxe  instantané. 

Si  maintenant  on    regarde   les  quatre  cotés    du    (piadii- 

latère  comme  représentant'des  forces,  [jj?i  sera  la  résidtanlc 

lies    trois   forces   y./n",  fn"T.  Tni  ou  Tm.  /??,  T,.  -j.nf".  cl. 

,        ,.   .  0-  , 

♦  'u   les  divisant  par —  )  on  aura  la  proposition  suiNantc  : 

La  force  accélératrice  relative  est  la  résultante  tic 
trois  forces  accélératrices. 

La  première  est  la  force  appliquée  au  point  mobile. 

La  seconde  est,  en  sens  contraire,  celle  qui  donne- 
rait à  un  point  libre  le  mouvement  du  point  du  sys- 
lènie  qui  coïncide  a\,'ec  le  mobile  à  l'instant  que  l'on 
considère. 

La  troisième  est  ii/tosin  o;  ,vc/  direction  est  pcrpc/i- 
diculaire  au  plan  mené  par  l'axe  instantané  et  la  direc- 
tion de  la  vitesse  relative.,  et  dans  le  sens  opposé  au  inou- 
cement  de  rotation  du  système 

215.  On  passera  de  ce  cas  général  au  cas  [)lus  simple  pai 
lequel  nous  avons  commencé,  en  supposant  nul  le  mouM-- 
rnent  de  rotation;  la  troisième  composante  disparaît  alors 
cl  il  reste  les  deux  premières.  Ou  retombe  ainsi  sur  le  ré- 
sultat obtenu  précédemment. 

Si  le  mouvement  du  système  consistait  dans  une  simple 
translation  uniforme  et  rectiligne,  il  ne  resterait  que  la 
force  donnée,  et  la  proposition  précédente  se  réduirait  à 
dire  que  le  mouvement  absolu,  identique  au  mouvement 
relatif,  ne  déj)end  que  de  l'état  initial  relatif  et  de  la  force 
doniK'c.  et  nullement  du  mouvement  des  axes,  ce  qui  n'est 
autre  chose  cpi'un  principe  que  nous  avons  admis  comme 
résultat  d'expériences. 
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216.  Enlin  considérons  le  cas  où  le  système  a  un  mouve- 
ment de  rotation  uniforme.  Dans  ce  cas,  la  seconde  compo- 
sante de  la  force  relative  est  précisément  la  force  centrifuge 
en  ce  point;  la  troisième  composante  esttoujoursamwtvsinS. 
Voyons  ce  que  deviennent  ces  expressions  ;  et  prenons,  pour 
fixer  les  idées,  le  cas  où  le  système  rigide  est  la  terre.  Nous 
considérerons  ici  la  terre  comme  ayant  un  mouvement  uni- 
forme de  rotation  autour  de  son  axe  immobile,  et  n'étant 
soumis  à  aucune  action  étrangère;  la  rotation  entière  s'ef- 
fectue dans  un  joui"  sidéral,  cest-à-dire  dans  un  temps 
exprimé  par  le  nombre  86  i64;  en  prenant  la  seconde  pour 
unité;  d'où  résulte 

ce  qui  est  une  très  petite  quantité.  L'angle  s  est  celui 
que  fait  la  vitesse  relative  avec  Taxe  de  la  terre,  ou  le 
complément  de  celui  qu'elle  fait  avec  l'équateur;  de  sorte 
(lue  r,  sine  est  la  projection  de  la  vitesse  relative  sur 
l'équateur. 

En  supposant  la  \itesse  relative  peu  considérable,  la 
troisième  composante  est  très  petite  par  rapport  aux  deux 
autres;  et,  si  on  la  néglige  dans  une  première  approxima- 
tion, on  arrive  à  la  proposition  suivante  : 

Le  mouvement  apparent  d'un  point  à  la  sur/ace  de  la 
terre  peut  être  calculé  en  supposant  la  terre  immobile, 
et  joignant  la  force  centrifuge  à  celles  qui  agissent  ef- 
fectivement su/-  ce  point. 

Si  l'attraction  de  la  terre  est  la  seule  lorce  agissant  sur 
If  j)oinl,  on  retombe  sur  le  résultat  déjà  obtenu  dans  le 
calcul  de  la  force  qui  sollicite  les  tt)rps  à  l'étal  de  repos, 
en  tenant  compte  du  mouvement  de  rotation  de  la  terre. 

La  composante  que  nous  avons  négligée  produit  des  per- 
liirbalioiis   dont   nou>   ne   parlerons  pas   ici.   C'est   elle   qui 
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produit  le  phénomène,  observe  depuis  longtemps,  de  la 
déviation  des  corps  vers  l'est,  quand  on  les  abandonne  sans 
vitesse  à  l'actioa  de  la  pesanteur.  C'est  encore  elle  qui 
produit  le  mouvement  du  plan  d'oscillation  d.u  pendule, 
mouvement  que  Poisson  avait  pensé  devoir  être  insensible, 
à  cause  de  la  petitesse  de  cette  force,  mais  dont  les  belles 
expériences  do  M.  Foucault  nous  ont  fait  connaître  la 
réalité. 

217.  Remarque  générale.  —  Le  mouvement  relatif  coïn- 
cidant avec  un  mouvement  absolu  dans  lequel  l'état  initial 
serait  le  même  que  létat  relatif  initial,  et  dans  lequel  hi 
force  serait  la  résultante  de  la  force  donnée  et  des  deux 
forces  fictives,  c'est-à-dire  la  force  relative,  il  s'ensuit  que 
toutes  les  propositions  démontrées  dans  le  mouvemenl 
absolu  d'un  point  libre,  subsisteront  dans  le  mouvemenl 
relatif,  en  v  considérant  le  point  comme  soumis  à  l'ac- 
lion  de  la  force  relative.  Nous  allons  en  donner  quelques 
exemples. 

218.  Principe  des  aires  dans  le  mouxetnent  relatif.  — 
La  remarcpie  que  nous  venons  de  faire  nous  donne  immi'- 
diatement  les  conséquences  suivantes  : 

Lorsque  la  force  relative  d'un  mobile  passe  constam- 
ment par  un  même  point  du  système  en  mouvement,  la 
trajectoire  relative  du  mobile  est  plane^  et  le  rayon  vec- 
teur, mené  du  point  constant  au  mobile,  décrit  des  aires 
relatives  proportionnelles  aux  temps  correspondants. 

Et  réciproquement  : 

Si  le  rayon  vecteur  mené  d' un  point  constant  du  sys- 
tème au  mobile  décrit  des  aires,  dont  les  projections  sur 
trois  plans  rectangulaires  liés  au  système  croissent  pro- 
portionnellement  aux  temps  ;  ou,  en  d'autres  termes,  si  la 
trajectoire  relative  d'un  mobile  est  plane,  et  que  les  aires 
ncH.  —  Mcth.  IV.  j.) 
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décriles  par  son  rayon  vecteur  partant  d'un  point  con- 
stant de  ce  plan,  croissent  proportionnellement  au  temps, 
la  force  relative  qui  agit  sur  le  mobile  passe  à  chaque 
instant  par.  ce  point  ronstant. 

219.  Eipidlion  des  forces  vii'cs  dans  le  mouvement 
relatif  d' un  point  libre.  —  En  considérant  le  mouvemenl 
aljsolu  qui  est  identique  au  mouvement  relatif  du  mobile, 
lu  moitié  de  l'accroissement  de  la  force  vive  dans  ce  mou- 
vemenl, pendant  un  temps  infiniment  petit,  sera  égale  au 
travail  des  forces  pendant  ce  même  temps.  Donc,  eu  intro- 
duisant les  dénominations  du  mouvement  relatif,  le  travail 
élémentaire  de  la  force  relative  est  égal  à  la  moitié  de  la 
force  vive  relative,  correspondante  au  même  temps.  Or  le 
liavail  dune  force  est  égal  à  la  somme  de  ceux  de  ses  com- 
posantes, et  le  travail  relatif  de  la  troisième  composante 
de  la  force  relative  est  nul.  [)uisque  celte  force  est  per- 
pcndiculaii'c  à  la  vitesse  relative,  et,  par  conséquent,  à 
la  trajectoire  relative.  On  peut  donc  énoncer  cette  propo- 
sition : 

D't/is  b'  niou\iiiienl  relatif  d'un  pidnl  libre,  la  inoitir 
de  raccroissenii'nl  de  la  forre  rive,  dans  un  intervalle 
infiniment  petit,  est  énale  au  travail  rorresponditnt  de 
la  force  réelle,  plus  au  travail  de  bi  forer  d  inertie  (/ue 
produirait  le  point,  s'il  était  lié  au  systé/ne  et  l'instant 
que  l'on  considère. 

220.  thi  mouvement  relatif  d' un  point  qui  n'est  pas 
libre.  —  (  ionsidérons  mainlenant  \r  cas  où  le  mobile  dont 
on  elierclie  le  mouvemenl  relatif  ne  serait  pas  enlièremcnt 
libre.  11  prnl  èlic  lit-  par  niir  ou  par  tliii\  ('>(]uations,  et  ces 
('•(pialions  peuvent  renfermer  d'une  manière  cpudconque  le 
temps,  ainsi  «pie  les  coordoruiécs  absolues  cl  relatives  du 
point.  C^onime  les  écpialions  de    transformation   des  coor- 
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données  permettent  d'exprimer  les  unes  au  mo\en  dos 
autres,  on  peut  supposer  que  ces  équations  ne  renfermeni 
([ue  le  temps  et  les  coordonnées  relatives,  par  exemple.  Le 
point  se  trouve  ainsi  assujetti,  par  chaque  équation,  à  res- 
ter sur  une  surface  variable  avec  le  temps,  et  donnée  à 
chaque  instant  de  forme  et  de  position  par  rapport  au  svs- 
tème  des  axes  mobiles. 

Cette  surface  produit  à  chaque  instant  une  force  normale 
et,  si  on  la  joignait  aux  forces  qui  agissent  sur  le  point,  on 
pourrait  supprimer  la  surface;  et,  s'il  n'existait  que  cette 
seule  liaison,  le  point  pourrait  alors  être  considéré  comme 
entièrement  libre,  et  l'on  rentrerait  dans  le  premier  cas. 
D'où  résulte  cette  proposition  : 

Lorsque  le  mobile  est  assujetti  à  reste/-  sur  uite  surface 
donnée^  variable  de  forme  et  de  position,  la  force  rela- 
tive se  déterminera  comme  dans  le  cas  d' un  point  libre, 
pourvu  que  l'on  joigne  à  la  force  donnée  une  force  indé- 
terminée, normale  éi  la  surface,  au  point  oit  se  trouve  le 
mobile,  et  à  l'instant  que  Von  considère. 

Si,  au  lieu  d'une  seule  surface,  on  en  avait  deux,  on 
agirait  de  même  pour  la  seconde,  et  Von  aurait  une  sc- 
'  onde  force  indéterminée,  normale  à  la  seconde  surface, 
('es  deux  forces  se  composeraient  en  une  seule,  indéter- 
minée en  grandeur ,  et  assujettie  éi  se  trouver  dans  le 
plan  normal  éi.  la  courbe  d'intersection  des  deu.r  sur- 
faces. 

On  voit  que.  dans  le  cas  où  le  pomt  est  lié  par  une  seule 
équation,  il  s'introduit  par  cela  même  une  nouvelle  quan- 
tité inconnue,  mais  il  s'ajoute  en  même  temps  une  équation 
connue  entre  les  coordonnées  et  le  temps.  Si  le  point  est 
lié  par  deux  é(|uations,  il  s'introduit  en  même  temps  deux 
inconnues;  de  sorte  que  le  nombre  des  inconnues  est  tou- 
jours égal  au  nombre  des  é(juations. 

D'après  la  remarque  générale  que  nous  avons   faite  sur 
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I "extension  au  mouvement  relatif,  des  propositions  démon- 
trées dans  le  mouvcmcnl  absolu,  il  est  presque  inutile  de 
dire  que  l'équation  des  forces  vives  relatives  aura  lieu  lors- 
que le  point  sera  assujetti  à  rester  sur  une  surface  ou  une 
courbe  de  forme  constante,  et  liée  invariablement  au  sys- 
tème des  axes  mobiles.  Et,  en  effet,  la  force  quelle  produit, 
étant  normale  à  la  trajectoire  relative  du  mobile,  donne  un 
travail  élémentaire  égal  à  zéro. 

iNous  avons  terminé  l'exposition  des  principes  généraux 
qui  se  rapportent  au  mouvement  d'un  point.  Nous  en  ferons 
quelques  applications  importantes  dans  le  Livre  suivant. 


CHAPITRE  XIV. 

COMMENT  L  ASTRONOMIE  EST  DEVENUE  UNE  SCIENCE 
DE  RAISONNEMENT. 


221.  L'Astronomie  a  été  longtemps  une  science  d'obser- 
vation; Newton  en  a  fail  une  science  de  raisonnemenl. 

Nous  allons  montrer  comment  cette  grande  transfor- 
mation a  été  opérée,  et  d'abord,  nous  indiquerons  rapide- 
ment par  quelle  suite  d'observations  et  de  raisonnemenl > 
l'Astronomie  était  parvenue  au  point  où  elle  était  lorsque  ce 
grand  homme  a  paru.  Ce  sera  un  exemple  intéressant  des 
méthodes  par  lesquelles  on  peut  déduire  de  faits  particu- 
liers, des  faits  généraux  pouvant  servir  de  base  à  une  science 
de  raisonnement. 

Un  observateur  attentif,  aidé  d'instruments  bien  simples, 
reconnaît  facilement  que  tous  les  astres,  y  compris  le  soleil 
cl  la  lune,  se  déplacent  d'une  manière  continue,  et  sem- 
blent tourner  uniformément,  en  conservant  les  mêmes  posi- 
tions relatives,  autour  d'un  axe  mené  du  point  de  la  terre 
où  il  se  trouve,  à  un  point  du  ciel  ([uOn  nomme  pôle^  et 
est  très  voisin  dune  certaine  étoile,  nommée,  à  cause  de 
cela,  étoile  polaire.  Or,  en  quelque  point  de  la  terre  que 
soit  placé  l'observateur,  il  reconnaît  que  Taxe  de  cette  ré- 
volution est  toujours  dirigé  de  la  même  manière  par  rap- 
port aux  étoiles,  qui  semblent  former  un  système  rigide: 
d'où  il  est  facile  de  conclure  que  la  distance  de  la  terre  aux 
étoiles  est  incomparablement  plus  grande  que  celles  des 
différents  lieux  d'observation  sur  la  terre.  La  durée  de  cette 
révolution  se  nomme  /our  sidéra/. 
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Mais  on  s'aperçoit  bientôt  que  les  positions  relatives  de 
tous  les  astres  ne  restent  pas  constantes;  il  suffit  d'observer 
la  lune  quelques  jours  de  suite,  pour  reconnaître  des  chan- 
gements notables  dans  ses  dislances  aux  étoiles.  Il  en  est  de 
même  du  soleil,  dont  le  déplacement  esl  en\iron  douze  fois 
plus  lent. 

Outre  ces  deux  astres  qui  se  présentent  les  premiers,  il 
en  est  quelques  autres  que  leur  petitesse  a  fait  d'abord  con- 
fondre avec  les  étoiles,  et  dont  le  déplacement  est  bien  loin 
d'offrir  à  l'observateur  une  aussi  grande  régularité.  On  leur 
a  donné  le  nom  de  plani'.tes. 

'222.  Détermination  des  points  sur  la  sphère  réleste. 
—  Tous  les  mouvements  se  déterminent  lacilement  en  rap- 
portant les  positions  à  deux  grands  cercles  de  la  sphère  céleste 
idéale,  dont  l'obserxateur  occupe  le  centre,  et  sur  la  sur- 
lace de  laquelle  il  projette  tous  les  astres  par  des  rayons 
visuels.  L'un  de  ces  cercles  est  perpendiculaire  à  l'axe  du 
monde,  autour  duquel  s'effectue  la  révolution  ctiurne  com- 
mune à  tous  les  astres,  et  se  nomme  Véqiiateiir  céleste  ;  le 
second  a  son  plan  perpendiculaire  au  premicM"  et  passe  par 
une  étoile  choisie  arbitrairement.  Cela  posé,  un  point  (juel- 
conque  sera  déterminé  sur  la  sphère  en  menani  un  plan  par 
ce  point  et  l'axe  du  monde,  ce  qu'on  appelle  un  plan 
méridien.,  jiuis  cherchant  l'angle  de  ce  plan  avec  le  premier 
méridien,  «1  la  distance  du  point  à  l'équateur,  comptée  sur 
le  nn-ridien  du  point.  \^r  dernier  de  ces  angles  se  nomme  la 
drriinaison  du  point,  et  l'autre  son  ascension  droite.  Ce 
sont  là  les  deux  coordonnées  que  Ion  emplon-  pour  um-  pre- 
mière détermination  des  points,  et  (pii  oui  servi  pour  tra- 
cer les  courbes  (|ui  représentent  la  marche  apparente  du 
soleil,  de  la  lune  et  des  planète^  pmir  un  obserNateur  placé 
à  la  surface  de  la  terre. 

(  )n   a  riToiinn  .im-^i   ipir   !<■  (i-iilir  du   -Miled   df<iil    -.m    l.i 
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^pluTf  céleste  un  grand  cercle  qui  sciuhlc  imariaMc,  cl 
dans  un  intervalle  de  temps  constant,  qu'on  nomme  une 
ttniu''0.  Ce  cercle  se  nomme  écliptique . 

'l'I'^.  Autre  sjsfrnw  de  çooirlonnres.  —  Le  centre  de  la 
lune  semble  aussi  d.iliord  décrire  un  granil  cercle,  mais  ce 
cercle  nest  pas    invanaldc  comme  récli|)lique,  cl  rétudc 
approfondie  de  son  déplacement,  et  surtout  des  mouvements 
des  planètes,  a  fait  sentir  l'utilité  qu'il  v  aurait  à  rapporlei- 
les  points   à  deux  autres  grands   cercles  coordonnés.  L'un 
est  l'écliptique  ;  l'autre  lui  est  perpendiculaire,  et  passe  pai- 
les  points   oii    l'éclipticpie   rencontre  Téquateur.    et   qu'on 
nomme  points  équinoxiau.r ,   parce  que    quand    le   soleil 
|)asse  par  l'un  ou  Tautre,  le  jour  a  la  même  durée  que  la 
nuit,  j)our  tous  les  |)oints  de  la  teri'C.  Ces  points  se  déter- 
minent facilement  on  cherchant  chaque  jour  la  déclinaison 
i\\i   soleil.  Elle  est  nulle  aux  équinoxes  ;  et  cette  position 
ainsi  que  l'époque  où  elle  a  lieu  se  trouvent  par  de  simples 
proportions  d'après  les  ascensions  droites,  et  les  déclinai- 
sons observées,  les  jours  qui  précèdent  et  ceux  qui  suivent 
le  passage  du  centre  du  soleil  par  le  plan  de  Téquateur. 

Dans  ce  nouveau  svstème  de  coordonnées  angulaires,  on 
<léterminc  nu  point  quelconque  en  v  faisant  passer  un  plan 
renfermant  les  pôles  de  l'écliptique  :  ce  plan  <'Oupe  1  éclij)- 
lique  en  un  point  dont  la  dislance  à  l'équinoxe  choisi  poui- 
origine  se  nomme  la  longitude  du  point;  sa  latitude  est 
sa  distance  à  l'écliptique,  comptée  sur  le  grand  cercle  per- 
pendiculaire. 

La  transformation  de  coordonnées  pour  passeï-  d  un  s\s- 
lème  à  l'autre,  se  fait  par  des  formules  très  simples  ;  et  c'est 
toujours  l'ascension  droite  et  la  déclinaison  que  l'on  cherche 
par  l'observation;  il  serait  beaucoup  moins  commode  de 
chercher  directement  la  longitude  et  la  latitude.  Mais  pour 
donner  la  précision  nécessaire  à  toutes  ces  déterminations. 
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il  faut  définir  exactement  le  point  par  lequel  on  tait  passer 
l'équateur  et  les  méridiens;  et  pour  cela,  il  faut  connaître 
la  figure  el  les  dimensions  de  la  terre 

22  i.  Figure  </e  la  terre.  — JNous  allons  indiquer  rapide- 
ment comment  on  a  pu  y  parvenir.  Quelques  observations 
sur  la  disparition  progressive  de  la  mâture  de  vaisseaux 
s'éloignant  du  rivage,  sur  la  figure  circulaire  de  l'horizon, 
vu  de  points  élevés,  sur  terre  comme  sur  mer;  celle  de 
Tombre  portée  par  la  terre  dans  les  éclipses  de  lune,  indi- 
quaient bien  pour  la  terre  une  forme  arrondie,  mais  ces  pre- 
mières vues  ne  pouvaient  faire  connaître  ni  sa  figure  exacte, 
ni  surtout  ses  dimensions. 

Pour  y  parvenir,  on  a  cherché  comment  variait  la  direc- 
tion de  la  verticale  à  mesure  qu'elle  se  déplaçait  en  res- 
tant parallèle  à  un  même  méridien  céleste;  et  l'on  a  reconnu 
qu'elle  reste  sensiblement  dans  un  même  j)lan,  et  que  le> 
arcs  de  la  courbe  suivant  laquelle  ce  plan  coupe  la  surfacr 
de  la  terre  sont  proportionnels  aux  angles  des  verticales  cor- 
respondantes, et  par  conséquent  aussi  des  tangentes  à  ccllt- 
courbe.  Or,  cette  propriété  n'appartient  qu'au  cercle.  Cetl»- 
courbe,  que  l'on  nomme  un  méridien  terrestre,  peut  donc 
au  moins  dans  une  prcniière  approximation,  être  considérer 
comme  un  cercle,  inlcrseclion  du  plan  d'un  méridien  cé- 
leste cl  de  la  surlacc  de  la  terre,  f^e  rayon  de  ce  cercli- 
s'obtiendra  en  di\  is;ml  un  (|ii('lcon(|u<'  de  ses  are-^  par  1  angle 
des  tangentes  extrêmes,  «pii  est  celui  des  verticales  corres- 
pondantes. 

Les  mêmes  obscrvalinns  i(''pélé(>s  pour  un  grand  uombn 
de  points  de  l;i  ^urfiiee  de  \.\  lerre  iliMiiienl  des  résultats 
semblables;  en  Ton  en  a  conclu  que  lous  les  méridiens  ré- 
lestes <-()Upeiil  la  surface  de  la  terre  suivant  des  cercle» 
égaux.  Les  plan»  de  ces  eerch;s,  »''lant  ceux  des  méridiens 
(•élesles,  passent  Inii-»  pai  l^xe  du  inonde  :  el.  par  eon  se»  pi  eut . 
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la  lerre  csl  une  spliùic  engendrée  [)ar  un  cercle  donl 
le  plan  passe  constamment  par  l'axe  du  monde,  et  donl 
le  rayon  est  déterminé  comme  nous  venons  de  l'indiquer- 
pour  un  de  ses  grands  cercles.  Le  mètre  est  la  quarante 
millionième  partie  de  sa  civconférence. 

Or,  comme  nous  avons  vu  que  l'axe  du  monde  poux  ail 
être  mené  par  un  point  quelconque  de  la  terre,  nous  choi- 
sirons à  cet  effet  son  centre  même,  et  ce  sera  plus  avanta- 
geux dans  la  plupart  des  cas.  Nous  appellerons  pôles  ter- 
restres les  points  de  rencontre  de  cet  axe  et  de  la  surface 
de  la  terre,  méridiens  terrestres  les  grands  cercles  passant 
par  ces  pôles,  équateur  terrestre  celui  qui  est  mené  per- 
pendiculairement à  l'axe  par  le  centre  de  la  terre.  £t  les 
points  sur  la  surface  de  la  terre  se  détermineront  au  moven 
de  cet  équateur  et  d'un  méridien  fixé  arbitrairement,  de 
même  que  ceux  de  la  sphère  céleste  le  sont  au  moyen  de 
Téqualeur  et  d'un  méridien  célestes.  Ces  deux  coordonnées 
ont  reçu  le  nom  de  longitude  et  de  latitude  terrestres.  Les 
Français  prennent  pour  premier  méridien  celui  qui  passe 
|)ar  l'Observatoire  de  Paris. 

225.  Parallaxes.  —  Maintenant  que  nous  faisons  passer 
les  plans  coordonnés  par  le  centre  de  la  terre,  c'est  de  ce 
|)oint  qu'il  faut  faire  partir  les  ravons  visuels  (pii  détermi- 
nent les  positions  des  astres.  Les  ascensions  droites  ne  seroni 
pas  changées,  mais  les  déclinaisons  dépendant  de  l'angle  du 
rayon  visuel  avec  la  verticale,  au  moment  du  passage  de 
l'astre  au  méridien,  ne  seront  pas  les  mômes  si  ce  rayon 
visuel  est  mené  du  centre  ou  de  la  surface.  La  différence 
de  ces  deux  angles,  autrement  dit  des  (lislanc(!s  /.énilhales, 
sera  l'angle  suivant  lequel  le  rayon  de  la  terre  passant  par 
le  lieu  de  l'observation,  est  vu  de  l'astre  en  question.  Cel 
angle  se  nomme  la  parallaxe  de  cet  astre  ;  il  dépend  de 
l'inclinaison  de  ce  ravon  de  la  terre  sur  le  ravor>  visuel.  Si 
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l'astre  csl  dans  le  plan  liorizontal  du  lieu,  celle  inclinaison 
est  d'un  angle  droit,  et  la  parallaxe  est  dite  horizontale; 
sous  toute  autre  inclinaison,  elle  s'appelle  parallaxe  de 
hauteur.  Cette  dernière  a  un  rapport  très  simphî  avec  l'autre, 
parce  qu'elle  est  toujours  assez  petite  pour  pou\oir  être 
regardée  comme  proportionnelle  à  son  sinus.  Elle  est  alors 
égale  à  la  parallaxe  horizontale  iiiultipliée  par  le  sinus  de 
la  distance  zénithale  de  l'astre. 

Il  suit  de  là  que  lorsqu'on  connaît  la  parallaxe  horizontale 
d'un  astre,  et  nous  indiquerons  tout  à  l'heure  un  moyen  de 
la  trouver,  les  distances  zénithales  qui  seraient  observées 
du  centre  de  la  terre  se  trouvent  ramenées  à  la  détermina- 
lion  de  celles  qui  le  seront  diin  point  de  la  surlaee.  el  cpii 
sont  en  effet  les  seules  observables. 

La  parallaxe  horizontale  d "un  aslre,  avant  pour  sinus  le 
rapport  du  rayon  de  la  terre  à  la  distance  de  son  ei^ntre  à 
l'astre,  fait  connaître  immédiatement  ce  rapport. 

220.  Orhitc  de  lu  liinr.  —  Les  longitudes  et  latitudes 
astrononii([ues  seront  rapportées  à  récliptique,  lieu  des  po- 
>ilions  du  centre  du  soleil,  vu  du  centre  de  la  terre,  et  d'un 
_i;rand  cercle  passant  par  ses  juMes  et  l'un  des  deux  points 
équinoxiaux.  Pour  domiei-  un  pieniier  exentjih'  «le  I  iililil*'- 
de  ce  nouveau  système  de  coordtMinées.  nous  allons  \  rap- 
porter les  positions  successives  de  la  lune.  Nous  chercherons 
d'abord  ses  nœuds,  ou  les  points  où  son  e(>nl?'e  passe  par  le 
|)laM  dr  r('(li|)ti(pie,  cl  ;i  par  «•ousécpienl  pour  lalitiide  zt'-ro. 
(  )n  en  (h'-teniiinei  a  l.i  posilion.  ain-«i  i\ur  Tépoipit^  ilu  pa> 
sage,  par  le  proci-dt'-  dt-jà  iiulKpM'  pour  les  équinoxes;  ri 
Ton  linnve  que  l;i  droite  (pu  \f-  |i)iiil  p.is^c  p.u"  le  eenlre  de 
la  terre,  (pie  le  phni  uien»'-  pai'  irllr  droite  r\  I  un»'  quel- 
eonipie  des  posilioiis  du  eenlre  de  la  lune,  lait  un  angle 
eonstant  d'envii-on  .'»"()'  avec  le  plan  de  récliptique:  mais 
(ine  l.i  li:;iie  d(>  miiid-  se  (|('|il;i(  c.  et   toiiiin"  .iiiloiir  du  e.'nire 
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de  la  terre  tiaiis  un  sens  oj)posé  à  celui  du  Miouvenicnt  du 
soleil,  et  qu'elle  accomplit  celle  révolution  dans  un  inter- 
valle d'environ  i8  ans  |.  D'où  il  suit  que  la  lune  se  ?neul 
dans  une  orbite  dont  le  plan  fait  un  angle  constant  avec  celui 
de  lécliptique,  et  avec  celui  (jle  r(''qualeur  un  angle  variable 
<lont  les  limites  sont  l'inclinaison  de  l'écliplique  sur  Téqua- 
leur,  augmentée  ou  diminuée  de  5"9'. 

227.  Forme  et  dimensions  de  V orbite.  —  Le  centre  de 
la  lune  semble  d'abord,  comme  nous  l'avons  dit,  décrire  un 
grand  cercle  sur  la  sphère  céleste  ;  mais  l'observation  suivie 
de  son  diamètre  apparent,  montre  que  sa  distance  au  centre 
de  la  terre  varie  d'une  manière  continue. 

Si  l'on  trace  sur  un  plan  des  ravons  vecteurs  faisant 
entre  eux  les  mêmes  angles  que  ceux  qui  correspondent 
aux  observations,  et  qu'on  porte  sur  eux  à  partir  de  leur 
|)oint  de  concours  des  longueurs  en  raison  inverse  des  dia- 
mètres apparents,  on  construira  une  courbe  qu'on  poin-ra 
regarder  comme  semblable  à  l'orbite  de  la  lune.  On  ob- 
tient ainsi  une  ellipse  dont  le  rentre  de  la  terre  occupe  un 
lover. 

228.  Parallaxe  de  la  lune.  -  i'our  obtenir  la  parallaxe 
liorizontale  d'un  astre,  on  prend  sur  un  même  méridien 
deux  [)oints  très  éloignés  l'un  de  l'autre  et  dont  on  connaît 
les  latitudes  ;  on  observe  de  ces  deux  points  les  distances 
zénithales  de  l'astre,  au  moment  de  son  passage  à  ce  mé- 
ridien. Les  deux  rayons  visuels  qui  les  déterminent  et  les 
rayons  terrestres  menés  aux  deux  points  forment  un  qua- 
«Irilatère,  dont  on  connaît  trois  angles  et  jiar  suite  le  qua- 
trième. Ce  dernier  est  formé  par  les  lignes  menées  de  l'astre 
aux  deux  points  du  méridien,  à  l'instant  du  passage;  il  est 
la  somme  des  deux  parallaxes  de  hauteur  de  l'astre  à  ce 
moment,  en  supposant  qu'on  ait  choisi  les  deu\  points  de 
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pari  et  dautrc  de  la  ligne  qui  joint  l'astre  au  centre  de  hi 
terre.  Or  ces  parallaxes  sont  les  produits  de  la  parallaxe 
horizontale  parles  sinus  des  distances  zénithales;  et  comme 
leur  somme  est  connue,  cette  parallaxe  le  sera  aussi. 

Si  1  on  appliquait  ce  procédé  à  des  astres  trop  éloignés, 
ou  trouverait  des  valeurs  insensibles  pour  la  parallaxe  ;  les 
étoiles  la  donneraiehl  nulle;  le  soleil  en  donne  une  sen- 
sible, mais  les  erreurs  inévitables  d'observation  donneraient 
de  l'incertitude  au  résultat;  pour  la  lune,  au  contraire, 
dont  la  distance  à  la  terre  est  beaucoup  moins  considé- 
rable, on  peut  avoir  confiance  dans  la  valeur  trouvée  par 
ce  movcn. 

Distance  de  la  lune  à  la  terre.  —  La  parallaxe  hori- 
zontale d'un  astre  avant  pour  sinus  le  rapport  du  rayon  de 
lii  terre  à  la  distance  de  lastre  au  centre  de  la  terre,  on 
conclut,  de  la  paralhixc  Av  la  lune,  que  la  valeur  moyenne 
de  sa  distance  à  la  terre  est  d'environ  soixante  rayons  ter- 
restres. 

Dr    MOIVEMEM-    DES    PLANÈTES. 

"1291.  Les  planètes  observées  de  la  terre  ofl'rent  une  mar- 
che très  irrégulière.  Elles  semblent  se  déplacer  tantôt  dans 
\v  même  sens  que  le  soleil,  lantùl  en  sens  contraire,  après 
avoir  paru  quelque  temps  stationnaires.  Ces  mouvement x 
ont  été  représentés  par  les  anciens  astronomes  au  moyen 
d<>  combinaisons  compliquées  de  mouvements  circulaires  ; 
mais  enfin  on  a  eu  l'idée  de  chercher  quelles  apparences 
elles  oflViraient,  ainsi  (jue  la  terre  elle-même,  à  un  observa- 
teur supposé  au  centre  du  soleil,  et  c'est  la  simplicité  de 
ces  mouvements  relatifs  (pii  a  fait  adopter  le  svstème  de 
Copernic  et  abaiulonner  celui  de  Plolémée.  Les  lois  de  ce> 
mouvements  soni  d'une  tr«)p  grande  iuq>orlance  pour  qur 
nous  ne  donmons  pas,  au  moins,  une  ulée  somui.nrr  des 
méthodes  ipii  les  oui  lail  découMU. 
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230.  Ligne  des  nœuds.  —  Les  planètes  élanL  rapportées 
au  plan  de  l'écliptique,  les  points  qu'il  est  naturel  de  déter- 
miner d'abord  sont  ceux  où  elles  percent  ce  plan,  et  qu'on 
nomme  nœuds.  On  trouve  ces  points,  et  l'époque  où  le 
centre  de  la  planète  y  passe,  par  la  méthode  que  nous 
avons  exposée  à  ce  sujet  pour  la  lune;  et  l'on  reconnaît 
que  la  ligne  qui  joint  les  deux  nœuds  passe  par  le  centre  du 
soleil,  et  lait  un  angle  sensiblement  constant  avec  la  ligne 
des  équinoxes.  Nous  nous  bornons  à  indiquer  ces  résultats, 
sans  entrer  dans  des  détails  qui  nous  écarteraient  de  noire 
objel. 

231.  L'orbite  d'une  planète  est  plane  et  son  inclinai- 
son sur  le  plan  de  l'écliptique  est  constante.  —  La  terre 
se  trouve  deux  l'ois  par  an  dans  la  ligne  des  nœuds  de  la  pla- 
nète: l'instant  où  cela  arrive  est  facile  à  déterminer,  puisque 
(•est  celui  où  la  longitude  du  soleil  est  précisément  égale  à 
l'inclinaison  de  la  ligne  des  nœuds  sur  celle  des  équinoxes. 
V  ce  moment,  il  sera  facile  de  connaître  la  longitude  et 
la  latitude  de  la  planète,  et,  par  suite,  de  calculer  l'angle 
(|ue  forme  avec  le  plan  de  l'écliptique  la  ligne  abaissée  per- 
pendiculairement du  centre  de  la  planète  sur  la  ligne  des 
nœuds.  En  répétant  ces  observations  et  ces  calculs,  toutes 
les  fois  que  la  terre  se  trouve  dans  la  ligne  des  nanids, 
ce  qui  correspond  à  des  positions  différentes  de  la  planète 
dans  son  orbite,  on  trouve  la  même  valeur  pour  cet  angle; 
d'où  il  suit  que  la  planète  est  toujours  dans  un  même  plan, 
passant  par  la  ligne  des  nœuds,  et  ayant  sur  le  plan  de 
récliplitjue  l'inclinaison  constante  qui  a  été  calculée  comme 
nous  l'avons  dit. 

Ce  plan  est  fixe  si  !<;  soleil  l'est,  comme  on  ladmel  dans 
le  système  de  Copernic;  et,  si  le  soleil  est  en  mouvement, 
ce  plan  est  entraîné  parallèlement  à  lui-même,  et  la  ligne; 
des  nœuds  passe  toujours  par  le  centre  du  sc)leil. 
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232.  Moincmenl  de  la  planète  dans  son  orbite.  —  Le 
lieu  des  positions  de  la  planète  dans  le  plan  fixe  ou  mobile 
de  son  oi-bite,  forme  sa  trajectoire  relative  au  soleil.  On  la 
déterminera  en  cherchant  à  une  époque  cjuelconque  ses 
deux  coordonnées  polaires,  qui  seront  sa  distance  au  centre 
du  soleil,  et  l'angle  formé  par  ce  rayon  vecteur  avec  la  ligne 
des  nœuds. 

A  cet  efl'cl  on  calculera  chaque  jour  la  latitude  et  la  lon- 
gitude du  soleil  et  do  la  planète  ;  et,  en  supposant  connue 
la  distance  du  soleil  à  la  terre,  on  déterminera  facilement 
la  position  de  la  planète,  qui  sera  le  point  de  rencontre  du 
rayon  vecteur  mené  du  centre  de  la  terre  à  la  planète,  avec 
le  plan  de  iorhite;  d'où  résulleront  les  doux  coordonnées 
cherchées. 

La  question  est  donc  ramenée  à  la  détermination  du 
mouvement  du  soleil  par  rapport  à  la  terre;  et  on  peut 
l'obtenir  au  moyen  de  la  parallaxe  du  soleil  et  de  l'obser- 
vation suivie  de  son  diamètre  apparent.  Cette  parallaxe  no 
saurait  être  obtenue  avec  beaucoup  d'oxachtude  par  le 
procédé  sui\i  jiour  la  lune;  mais  on  \  parvient  par  dos 
moyens  plus  sûrs,  que  I  on  lrou\ora  développés  dans  les 
Traités  spéciaux  dAsIrononiio.  La  trajocloiro  ainsi  déter- 
minée est  une  ellipse  dont  la  terre  occiqie  un  des  fovers, 
et,  par  suite,  la  trajectoire  de  la  terre  par  rapport  au  soleil 
sérail  une  elli|)se  idonliipie.  dont  le  soleil  occuperait  un 
foyer. 

l,a  distance  flu  soleil  à  la  Irrrc  ('•laiil  dt'h m  inun-o  pour 
(•ha(ju<'  j(»ur.  ou  connaitra.  comnio  nous  I  avons  dit.  les  coor- 
<lonn(''CS  diiiii'  plaiiôlo  qu(>l(-on(pio  dans  son  mouvomoni 
relatif  au  solnl,  <l  Ton  a  roromui  ;iinsi  (pic  son  orbite  était 
imc  cllip^r  (loiil    le  soleil   occii|i;mI    llli  to\rr. 

2.'{"{.  I.i'  iiioiiv  cmoiil  <!•■  t  liaquo  olaiirlo  .iiusi  (liMorniiné" 
p. Il  r;i|)porl  iiii  s(»|ril,  Kepler  ,i  i<>eom!ii  que  I  aire  dienle  |>ar 
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lo  ra>ouvcclciir  parlant  du  centre  du  soleil  est  pour  cliacunc 
d'elles  proportionnelle  au  temps  employé  à  la  décrire,  et  que 
d'une  planète  à  l'autre  les  carrés  des  temps  de  leurs  révo- 
lutions autour  du  soleil  sont  entre  eux  comme  les  cubes  des 
i^rands  axes  de  leurs  orbites.  Ces  rcsullats,  vérifiés  aussi 
souvent  que  cela  a  été  possd)le,  peuvent  être  considérés 
comme  certains  et  indé|)endants  de  toute  Inpolhèse.  ils 
constituent  des  faits  généraux  auxquels  toutes  les  théories 
seraient  tenues  de  satisfaire,  mais  qui  suffisent,  comme  nous 
allons  le  voir,  à  l'établissement  de  la  théorie  unique,  qui 
donne  l'explication  de  tous  les  phénomènes  relatifs  aux  mou- 
\ements  des  corps  célestes.  Ces  faits  généraux,  auxquels  on 
a  donné  le  nom  de  lois  de  Kepler^  peuvent  être  énoncés 
(■(Miime  il  suit  : 

Les  planètes^  considérées  comme  de  simples  points  nia- 
/ériels,  se  meinenl  par  rapport  au  soleiL  suivant  des 
ellipses  dont  un  foyer  est  au  centre  du  soleil. 

Les  aires  décrites  par  le  rayon  vecteur  parlant  du 
centre  du  soleil,  sont  proportionnelles  au  temps. 

I^es  carrés  des  tentps  des  résolutions  de  deux  planètes 
ipielconrjues  autour  du  soleil,  sont  entre  eux  comme  les 
cubes  des  'grands  axes  de  leurs  orbites.. 

Ces  lois  s'observent  dans  les  niou\ements  des  satellites 
d'une  même  planète  par  ra|)port  au  cenlre  de  cette  planète. 

Nous  arrêterons  ici  l'exposition  des  recherches  qui 
avaient  pour  but  de  déterminer  par  l'observation  assez  de 
données  pour  faire  de  l'Astronomie  une  science  de  raison- 
nement. C'est  à  Ne\\lon  qu'on  doit  ce  grand  résultat.  Il  \ 
est  parvenu  en  perfectionnant  d'abord  la  science  générale 
des  forces,  et  en  supposant  ensuite  que  la  matière  qui  com- 
pose les  corps  célestes,  est  soumise  aux  mêmes  lois  de  mou- 
\ement  que  la  matière  des  corps  terrestres.  C'est  ce  que 
nous  allons  exposer  brièvement. 


CHAPITRE   XV. 
CONSÉQUENCES  DES  DONNÉES  PRÉCÉDENTES. 


234.  Avant  Newton,  on  avait  émis  l'opinion  que  la  lern- 
et  les  autres  planètes  se  meuvent  autour  du  soleil  immobile, 
en  vertu  d'une  attraction  dirigée  vers  son  centre.  Les  uns 
déclaraient  ignorer  la  loi  suivant  laquelle  elle  avait  lieu;  les 
autres,  par  des  analogies  sans  preuves,  la  supposaient  en 
raison  inverse  du  carré  de  la  distance.  Mais  aucune  raison 
sérieuse  ne  venait  à  l'appui  de  ces  hypothèses;  et  non 
seulement  on  ne  pcjuvait  démontrer  la  loi  de  cette  attrac- 
tion, mais  l'existence  même  d'une  force  dirigée  vers  le  contre 
du  soleil  n'était  qu'une  simple  conjecture. 

Newton  se  trouva  ainsi  naturellement  porté  à  étudier  les 
effets  d'une  force  dont  la  direction  passerait  constamment 
vers  un  centre  fixe,  et  il  découvrit  cet  important  théorème 
auquel  on  a  donné  le  nom  de  principe  des  airesy  et  qui 
consiste  en  ce  que  : 

Lor.sr/(/'u/i  j>oint  matériel  est  sollicité  par  une  force 
dont  la  direction  passe  par  un  centre Ji.rc,  et  peut  d'ail- 
leurs varier  suivant  une  loi  «juclconque  avec  le  temps  et 
la  j)osition,  le  rayon  vecteur  mené  du  centre  au  point 
mobile,  décrit  des  aires  planes  proportionnelles  an  temps: 

Lt  récipro(|uement. 

Si  un  i>oinl  sr  meut  dfi/is  un  pla/i  et  f/ue  son  roi  on 
vecteur  f)f/rta/it  d'un  pùle  /i.ve,  décri\e  des  aires  propor- 
tionnelles au  lemjts,  la  force  résultante  fjui  produit  ce 
mouvement  passe  constamment  par  ee  pôle  fi.ve. 

Newton.  (Il  possession   de   ce  i»'in;ni|ii;d>l<'  I  héoirnie  (pi<* 
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personne  navait  énoncé  avant  lui,  l'appliqua  immédiate- 
ment aux  planètes,  en  les  considérant  comme  de  simples 
points  matériels,  et  admettant  cpie  la  matière  qui  les  com- 
pose est  soumise  aux  lois  £;/'nérales  du  mouvement,  recon- 
nues pour  les  corps  terrestres.  Or,  d'après  une  des  lois  de 
Kepler,  les  planètes  jouissent  de  cette  propriété  des  aires 
décrites  autour  du  centre  du  soleil;  il  a  donc  pu  en  conclure, 
non  par  conjecture,  mais  comme  conséquence  nécessaire 
des  faits  observés,  cette  proposition  que  : 

Le  mouvement  de  chaque  planète  autour  du  soleil  sup- 
posé fixe,  est  produit  par  une  force  dont  la  direction  passe 
constamment  par  le  centre  de  ce  corps. 

23o.  Mais  le  çrénie  de  Newton  devait  le  conduire  sur  ce 
point  '\  une  proposition  plus  générale  et  tout  à  lait  indis- 
pensahlc.  Qui  pouvait  en  efTct  assurer  que  le  soleil  était 
immobile;  et,  s'il  ne  Tétait  pas,  que  pouvait-on  conclure  de 
la  proportionnalité  des  aires  relatives,  au  temps? 

C'est  pour  répondre  à  cette  question  qu'il  étudia  les  lois 
du  mouvement  relatif,  que  personne  n'avait  fait  connaître 
avant  lui,  et  que  nous  avons  exposées  précédemment  avec 
plus  de  développement  qu'il  n'en  avait  donné. 

Et  le  théorème  précédent,  démontré  dans  le  cas  du  soleil 
fixe,  fut  remplacé  par  le  suivant,  qui  est  indépendant  de 
tout  mouvement  supposé  à  ce  corps  : 

Le  mouvement  relatif  des  planètes  autour  du  soleil 
est  produit  par  une  force  relative  passant  par  son  centre: 
ce  qui  signifie  que  si,  à  un  instant  quelconque,  on  appli- 
quait à  la  planète  une  force  accélératrice  égale  et  de  sens 
contraire  à  celle  qui  donnerait  au  soleil  le  mouvement 
qu'il  a  dans  l'espace,  la  résultante  de  cette  force  et  de  celle 
qui  est  réellement  appliquée  à  la  planète  serait  constam- 
ment dirigée  vers  le  centre  du  soleil. 

236.  La  direction  de  la  force  relative  capable  de    pro- 
Dlh.  —  Me  th.   IV.  21 
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duire  les  mouvements  relatifs  observés  étant  connue,  il 
restait  à  déterminer  comment  varie  son  intensité  avec  la 
position  relative  de  la  planète. 

C'est  à  quoi  Newton  est  parvenu  en  s'appuyanl  sur  le 
principe  des  aires.  Il  a  découvert  une  formule  qui  exprime 
l'intensité  de  la  force  centrale,  en  fonction  de  quantités 
infiniment  petites,  dépendantes  de  la  nature  de  la  trajec- 
toire, et  susceptibles  d'être  transformées  de  plusieurs  ma- 
nières en  quantités  finies.  Au  moyen  de  cette  importante 
formule,  on  connaît  en  chaque  point  de  la  trajectoire  la 
valeur  de  la  force  si  celte  courbe  est  donnée;  et  si  c'est  la 
force  qui  est  donnée,  et  la  trajectoire  inconnue,  on  a  une 
équation  entre  certains  éléments  de  la  courbe;  cl  la  déter- 
mination complète  du  mouvement  se  réduit  à  une  puro 
question  de  Calcul  intégral. 

Newton  a  fait  plusieurs  applications  de  sa  formule,  par- 
ticulièrement au  cas  où  la  trajectoire  décrite  est  une  ellipse, 
et  où  l'un  des  foyers  est  le  pôle  autour  duquel  le  rayon 
vecteur  décrit  des  aires  proportionnelles  au  temps.  Il  a 
trouvé  que  dans  ce  cas  la  force  qui  fait  décrire  au  point 
libre  cette  trajectoire,  varie  en  raison  inverse  du  carré  de 
la  distance  au  foyer.  Et,  comme  la  courbe  est  partout  con- 
cave vers  le  foyer,  la  force  est  dirigée  vers  ce  point,  comme 
s'il  était  un  centre  d'attraction. 

La  parabole  et  riiypcrbolc  donnent  des  conséquences 
analogues. 

237.  Newton  s'est  ensuite  occujié  de  la  question  inxerM-, 
et  s'est  demandé  quelle  courbe  décrirait  un  mobile  par- 
tant d'une  position  connue,  avec  une  vitesse  connue  en 
grandeur  et  en  direction,  et  sollicité  par  une  force  dirigée 
vers  un  point  fixe  et  variant  d'intensité  en  raison  inverse 
du  carré  de  la  dislance.  Il  démontra  ipio  la  trajectoire  peut 
(tre  l'une  quelcoiujue  dis  trois  coniques;  sa  nature  dépend 
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d'une  condilion   très  simple    entre  la  dislance  initiale   du 

mobile 

instant. 


mobile  au   foyer,    et   la  grandeur  de  sa  vitesse   au  même 


238.  L'expression  que  Xe\vton  trouve  pour  la  force  raj)- 
])orlée  à  l'unité  de  masse,  est  le  rapport  dune  (pianlité 
constante  pour  la  même  planète  au  carré  du  rayon  vecteur. 
Celte  constante  est  égale  à  un  facteur,  identique  pour 
toutes  les  planètes  ,  multiplié  par  le  rapport  du  cube  du 
grand  axe  au  carré  du  temps  delà  l'évolution.  Or,  d'après  la 
troisième  loi  de  Kepler,  ce  rapport  ne  change  pas  d'une 
planète  à  l'autre;  d'où  il  suit  que  la  force  qui  agit  sur 
lunilé  de  masse  d  une  planète  quelconque,  est  la  même  à 
distance  égale  du  soleil. 

Et,  réciproquement,  si  cela  est,  la  troisième  loi  de  Kepler 
en  est  une  conséquence. 

iSous  pouvons  résumer  ainsi  ce  qui  précède,  en  entendant 
que  les  forces  et  les  mouvements  sont  relatifs  au  soleil  : 
«  La  proportionnalité  des  aires  au  temps  prouve  que  la 
direction  de  la  force  qui  sollicite  les  planètes  passe  par 
le  centre  du  soleil. 

"  Les  trajectoires  étant  des  ellipses  dont  le  soleil  occupe 
un  fover,  il  en  résulte  que  cette  force  est  en  raison 
inverse  du  carré  de  la  distance. 

»  Enfin  de  ce  que,  pour  les  diverses  planètes,  les  carrés 
des  temps  des  révolutions  sont  comme  les  cubes  des 
grands  axes,  il  s'ensuit  que,  à  dislance  égale  du  soleil, 
l'unité  de  masse  est  sollicitée  par  une  force  de  môme 
intensité.    » 

El  comme  les  mouvements  des  satellites  sont  soumis  aux 
mêmes  lois  par  rapport  à  leurs  jjlanètes  que  les  mouve- 
ments des  différentes  planètes  par  rapport  au  soleil,  les 
propositions  que  nous  venons  d'énoncer  s'y  appliquent,  cl 
1  on  peut  dire  que  les   satellites  d'une  même  planète  sont 
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sollicités  par  une  force  relative  dirigée  vers  le  centre  de 
cette  planète,  proportionnelle  à  leurs  masses  respectives  et 
en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance  au  centre  de  cette 
planète. 

ATTRACTION    UNIVERSELLE. 

239.  Les  planètes,  dans  l'infinité  de  positions  qu'elles 
prennent  autour  du  soleil,  étant  sollicitées  par  des  forces 
dirigées  constamnacnt  vers  le  centre  de  cet  astre,  il  serait 
bien  difficile  de  se  refuser  à  admettre  que  la  cause  de  celte 
tendance  réside  dans  le  soleil  même,  et  consiste  par  con- 
séquent dans  une  attraction  exercée  par  la  matière  du  so- 
leil sur  celle  des  planètes,  proportionnellement  aux  masses 
respectives  de  ces  planètes,  et  en  raison  inverse  du  carré  de 
la  distance. 

Admettant  cette  action  du  soleil  sur  la  matière  qui  com- 
pose toutes  les  planètes,  il  est  bien  naturel  de  l'étendre 
aux  satellites  eux-mêmes.  Et  comme  les  ravons  menés  du 
soleil  aux  dlfférenls  points  du  svstèmc  d'une  planète  et 
de  ses  satellites  peuvent  être  considérés  comme  parallèles 
et  égaux,  les  forces  produites  sur  ces  corps  seront  paral- 
lèles, et  proportionnelles  à  leurs  masses;  d'où  il  suit  que 
leurs  mouvements  relatifs  ne  seront  pas  altérés  par  l'action 
du  soleil. 

Si  donc  on  néirlliic  toute  autre  action  exlériouro  à  ce 
système  partiel  auquel  s'étendent  les  lois  de  Kepler,  on  est 
dans  le  même  cas  que  pour  le  soleil  et  les  planètes,  et  l'on 
en  conclut  <|ue  les  mouvemrnls  des  satellites  autour  de  leur 
planète  sont  dus  à  une  attraction  exercée  par  celle  planète 
sur  ces  satellites,  proportionnellement  à  leurs  masses  et  en 
raison  inverse  du  carré  des  distances. 

Maintenant,  admettant  avec  Newton  (pie  la  loi  île  I  éi;.i- 
lité  de  l'aclioM  et  de  la  réaction,  vérifiée  par  toutes  les 
expériences  à  1.»  surfa<o  de   la  terre,   a  lieu   pour  lous  les 
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corps  de  la  nature,  on  conclura  que  les  planètes  attirent  le 
soleil  autant  qu'elles  en  sont  attirées,  et  par  conséquent 
proportionnellement  à  leurs  masses  respectives  et  en  raison 
inverse  des  carrés  des  distances.  De  même  les  satellites  d'une 
planète  l'attireront  proportionnellement  à  leurs  propres 
masses,  et  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance. 

Pour  la  terre,  qui  n"a  qu'un  satellite,  et  pour  les  planètes 
qui  n'en  ont  pas,  rien  ne  prouve  jusqu'ici  qu'elles  attirent 
les  corps  proportionnellement  aux  masses  de  ces  corps. 
Nous  en  parlerons  tout  à  l'heure. 

240.  L'attraction  s  exerce  sur  toutes  les  parties  des 
corps.  —  Si  l'attraction  du  soleil  sur  chaque  planète  était 
supposée  répartie  également  sur  toute  sa  masse,  il  en  résul- 
terait des  forces  égales  pour  deux  masses  égales  prises  dans 
des  planètes  différentes,  et  placées  à  égales  distances  du 
soleil.  C'est  une  conséquence  évidente  de  la  proportionnalité 
des  attractions  totales  aux  masses  des  planètes. 

Or  si  toutes  ces  masses  égales  n'étaient  pas  réellement 
attirées  chacune  avec  une  égale  intensité,  il  faudrait  qu'il 
s'établît  entre  elles  des  compensations,  doîi  résulteraient 
des  forces  proportionnelles  aux  nombres  de  ces  foices  iné- 
gales ;  ce  qui  est,  sinon  impossible,  au  moins  peu  probable. 
Et  de  même  si  une  planète  n'attire  pas  également  des  par- 
ties d'égales  masses  de  ses  satellites,  il  faudra  que  toutes  les 
masses  égales  qui  composent  chacun  d'eux  et  seront  solli- 
citées par  des  forces  inégales  donnent  pour  les  sommes  de 
ces  forces  des  quantités  proportionnelles  à  leurs  nombres. 

Mais  l'impossibilité  de  pareilles  compensations  n'est  pas 
la  seule  raison  que  l'on  ait  de  les  rejeter;  et  la  planète  que 
nous  habitons  va  nous  donner  des  preuves  directes,  que 
l'analogie  permettra  détendre  aux  autres  planètes  et  au 
soleil  lui-même. 

En  effet  Galilée  a  démontré,  contre  1  opinion  des  phv- 
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siciens  de  son  temps,  que  tous  les  corps  aljandonnés  sans 
vitesse  à  la  libre  action  de  la  pesanteur  prennent  des  mou- 
vements identiques  :  d'où  il  résulte  que  cette  force  est 
proporlionelle  à  la  masse,  quelle  que  soit  la  nature  de 
la  matière.  Les  légères  dilTérences  que  les  corps  présentent 
a  cet  égard  tiennent  à  la  résistance  de  l'air,  et  disparaissent 
entièrement  en  faisant  l'expérience  dans  le  vide.  Galilée 
est  parvenu  à  cet  important  résultat,  soit  en  laissant  tomber 
des  corps  d'une  grande  hauteur,  soit  en  faisant  osciller  les 
corps  les  plus  divers  de  formes  et  tie  nature;  il  a  toujours 
trouvé  des  résultats  identiques.  Newton  a  répété'ces  expé- 
riences sur  les  pendules.  Il  a  fait  osciller  des  corps,  entiers 
ou  brisés  en  un  nombre  quelconque  de  parties;  il  les  a 
renfermés  les  uns  dans  les  autres,  et  la  durée  des  oscilla- 
tions n'a  pas  été  plus  changée  que  l'indication  donnée  dans 
ces  mêmes  cas  par  la  balance.  On  doit  donc  conclure  de 
là  fjue  le  poids  des  corps,  c'est-à-dire  l'attraction  produite 
par  la  terre,  est  proportionnelle  à  la  masse  de  ces  corps,  et 
indépendante  de  leur  grandeur,  de  leur  forme  et  de  leur 
nature;  et  qu'elle  s'exerce  sur  toutes  les  molécules,  inté- 
rieures et  extérieures. 

Ce  résultat,  avant  lieu  à  quelque  hauteur  qu'on  fasse 
rexpérience,  doit  être  regardé  comme  s'appliquant  à  tous 
les  points  de  la  lune. 

Maintenant  qu'il  est  démontré,  par  dos  expériences  di- 
rectes, que  Tune  des  planètes  attire  également  toutes  les 
parties  de  matière  ayant  des  masses  égales,  on  ne  peut  se 
refuser  à  admettre  cette  même  propriété  pour  les  planètes 
sur  lesquelles  on  ne  peut  faire  ces  expériences,  et  dont 
qurlqiirs-unes  indiquaient  assez  visiblement  celle  pro- 
pri/lé.  piir  lattraclion  exercée  sur  leurs  salelliles,  propor- 
lionncllemcnt  à  leurs  masses. 

Va  la  même  analogie  conduit  à  admellre  «pte  le  soI«m1  at- 
tire également  toutes  les  parties  d'égale  masse  des  planètes, 
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sur  lesquelles  on  sait  d'ailleurs  que  son  aclion  est  propor- 
tionnelle à  leurs  masses.  Quant  aux  satellites  de  ces  pla- 
nètes, il  est  i  m  possible  de  ne  pas  admettre  que  l'action  du 
soleil  s'exerce  de  la  même  manière  que  sur  la  planète  dont 
ils  sont  voisins;  c'est-à-dire  que  l'attraction  est  la  même  sur 
des  masses  égales  prises  dans  le  même  satellite,  ou  dans  des 
satellites  dilFérents,  et  situées  à  la  même  distance  du  soleil. 

Réciproquement,  d'après  le  principe  de  l'égalité  de  la 
réaction  à  l'action,  le  soleil  attirant  également  deux  masses 
égales  quelconques,  prises  dans  des  planètes  ou  des  satel- 
lites quelconques,  on  conclura  que  deux  portions  de  ma- 
tière avant  une  même  masse  quelconque,  placées  à  égale 
dislance  du  soleil  l'attirent  également.  Et,  si  elles  sont  pla- 
cées à  des  distances  inégales,  l'attraction  sera  en  raison 
inverse  des  carrés  des  distances. 

Maintenant  les  parties  d'égale  masse  d'une  planète  atti- 
rant également  le  soleil  devront  aussi  attirer  également  une 
même  masse  quelconque  de  leurs  satellites,  et  réciproque- 
ment. Enfin  on  ne  pourrait  supposer  que  le  soleil  seul  fît 
exception  à  celte  loi  générale,  et  Ton  admettra  facilement 
que  toutes  les  parties  d'égale  masse  du  soleil  attirent  égale- 
ment une  même  masse  prise  dans  une  planète  ou  un  salel- 
lilc.  cl  donne  lieu  à  une  réaction  égale. 

2il.  Jusqu'ici  nous  n'avons  parlé  que  des  actions  mu- 
tuelles entre  des  parties  aussi  petites  que  l'on  voudra,  prises 
dans  le  soleil  et  les  planètes  ou  leurs  satellites,  ou  bien  prises 
dans  une  planète  et  un  de  ses  satellites;  et  nous  n'avons 
pas  considéré  l'action  d'une  planète  à  une  autre,  ou  d'un 
satellite  à  une  autre  planète,  ou  à  un  autre  satellite.  Mais 
peut-on  supposer  qu'une  portion  de  matière  prise  dans  une 
planète  ou  un  satellite,  et  qui  attire  tous  les  points  du 
soleil,  et  d'autres  encore  si  c'est  un  satellite,  ou  une  planète 
avant   un  satellite,  peut-on  supposer  que  celte  portion  de 
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matière  sera  sans  aclion  sur  les  autres  planètes  et  leurs 
satellites?  Une  si  entraînante  analogie  porte  à  admettre  la 
même  loi  d'attraction  entre  deux  masses  appartenant  à  des 
planètes  quelconques  ou  des  satellites  quelconques,  qu'il 
est  presque  impossible  de  la  repousser,  bien  que  Ion  con- 
çoive parfaitement  qu'il  n'est  pas  absolument  impossible 
qu'il  en  soit  autrement. 

Enfin  Newton  lui  a  donne  une  éclatante  confirmation,  en 
prouvant  qu'elle  explique  et  permet  de  calculer  les  mouve- 
ments des  comètes,  qui  constituaient  des  phénomènes 
jusque-là  inexplicables.  C'est  dans  ce  sens  que  nous  nous 
croyons  le  droit  de  proclamer  avec  Newton  cette  loi  géné- 
rale du  système  du  monde  : 

«  Dans  le  système  composé  du  soleil,  des  planètes,  de 
»  leurs  satellites  et  des  comètes,  deux  molécules  quelcon- 
»  ques  s'attirent  proportionnellement  à  leurs  masses,  et  en 
»  raison  inverse  du  carré  de  leur  distance.  » 

Les  forces  qui  sollicitent  tous  les  points  qui  coniposcnl 
le  système  solaire,  étant  ainsi  connues,  et  ce  système  élant 
considéré  comme  existant  seul,  toutes  les  questions  qu'on 
peut  se  proposer  sur  les  mouvements  de  ses  difterentes  j>ar- 
ties,  rentrent  dans  la  science  générale  des  forces,  et,  par 
conséquent,  on  peut  dire,  comme  nous  l'avions  annoncé, 
que  Newton  a  fait  de  V Astronomie  une  sintpli'  hnmehe 
d'une  science  de  ndsonnenient. 

242.  Mais  coin  fut"  (la  IIS  tout  ('  <  pics  lion  les  rcsnltals  \\v  soni 
déterminés  que  lors(pie  les  données  en  sont  conqilètes,  il  \ 
en  aura  dans  l'Astronomie  qui  laisseront  de  lindélermina- 
lion  dans  les  résultats  du  calcul,  lorsqu'il  y  en  aura  dans  les 
données.  Par  exemple,  si  l'on  ne  connaît  pas  la  loi  des  den- 
sités des  dillérentes  couches  concentriques  qui  conquisenl 
une  planète,  on  sera  obligé  d<'  la  représenter  par  une  lonc- 
liun   incuiinnc    qui    pourr.i   crilier    d.nis    les  résultais,   et  y 
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laisser  une  incerlitude  qui  permcllra  cependant  quelquefois 
de  tirer  des  conséquences  Importantes.  Mais  cette  loi 
inconnue  n'influera  pas  sur  les  résultats  qui  ne  dépendent 
que  de  la  masse  totale  et  non  de  sa  distribution. 

Remarque.  —  Toutes  les' molécules  du  système  solaire 
airissant  les  unes  sur  les  autres,  le  mouvement  relatif  d'une 
planète  autour  du  soleil  ne  sera  pas  dû  à  l'action  seule  de 
ce  dernier,  et  tous  les  autres  corps  agiront  sur  clic,  et  trou- 
hlcront  le  mouvement  elliptique  qui  résulterait  de  l'attrac- 
tion seule  du  soleil.  On  pourra  négliger  ces  perturbations 
dans  une  première  approximation  ;  mais  on  ne  pourra  se 
dispenser  d'en  tenir  compte  dans  une  seconde,  parce  qu'elles 
deviennent  sensibles  dans  beaucoup  de  phénomènes,  et  leurs 
irrégularités  s'expliquent  complètement  par  ces  causes  per- 
turbatrices, de  sorte  que  les  dérangements  que  présentent 
les  mouvements  des  planètes,  de  leurs  satellites  et  des  co- 
mètes, deviennent  la  preuve  la  plus  convaincante  de  l'ac- 
tion inuluclle  de  toutes  les  molécules  du  svstème. 

243.  Force  relathe  cV  une  planète  et  du  soleil.  —  Suppo- 
sons que  cette  planète  et  le  soleil  existent  seuls  ;  et  cherchons 
la  force  qui  produirait  le  mouvement  relatif  de  l'un  de  ces 
corps  par  rapport  à  l'autre,  par  exemple  de  la  planète  par 
rapport  au  soleil.  Si  l'on  pouvait  regarder  ces  deux  corps 
comme  réduits  à  deux  points  géométriques,  l'attraction 
subie  par  la  planète  serait  le  produit  des  deux  masses,  divisé 
j)ar  le  carré  de  leurs  distances,  et  multiplié  par  l'attraction 
à  l'unité  de  distance,  de  deux  masses  égales  à  l'unité  et  ré- 
duites elles-mêmes  à  des  points.  Mais  celte  hvpothèse  est 
trop  éloignée  de  la  vérité  pour  être  conservée,  quoiqu'elle 
ait  dû  être  faite  dans  une  première  approximation.  Heu- 
reusement son  influence  est  insensible  dans  le  cas  de  l'at- 
traction en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance,  de  sorte 
que  cette  circonstance  ne  peut  pas  introduire  de  complica- 
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lion  dans  la  plupart  des  calculs,  et  n'a  pu  nuire  à  la  décou- 
verte de  la  loi. 

Newton  a  démontré,  en  elTel,  que  l'action  (F une  couche 
spliérirjue  homogène,  injîniment  peu  épaisse,  dont  tous 
les  points  attirent  un  point  extérieur  en  raison  inverse 
du  carré  de  la  distance,  est  la  même  que  si  toute  la  masse 
était  réunie  en  son  centre. 

Or  les  planètes  sont  sensiblement  sphériques,  et,  par 
des  raisons  dont  nous  ne  parlerons  pas  ici,  on  peut  les 
considérer  comme  composées  de  couches  homogènes,  de 
densité  variable,  et,  d'après  le  théorème  précédent,  leur 
attraction  sur  les  points  extérieurs  peut  être  regardée 
comme  la  même  que  si  la  masse  de  toutes  ces  couches,  ou 
de  la  planète  entière,  était  réunie  au  centre.  Et,  par  suite, 
les  actions  de  deux  planètes  ou  du  soleil  et  d'une  pla- 
nète, etc.,  peuvent  être  regardées  comme  celles  de  deux 
|)<)inls  matériels  situés  aux  centre  des  deux  corps,  et  a^ant 
leurs  masses  respectives. 

Cela  posé,  si  l'on  désigne  par  m  et  M  les  masses  de  la 
planète  et  du  soleil,  par  /•  la  distance  de  leurs  centres  et 
j)ar  /  l'aHraction  de  deux  unités  de  masse  concentrées  en 
deux,  points  à  l'unilé  de  dislance,  ratlraclion  du  soleil  sur 
la  planète  aura  pour  expression 

fi 

et  comme  la  réaction  est  égale  à  l'action,  ce  sera  aussi  l'al- 
tracllon  de  la  masse  de  la  planète  sur  celle  du  soleil. 

11  suit  de  là  que  l'unilé  de  niasse  de  la  planète  subira  une 

allrarlion  t'-gale  à'— ^,  et  lunilé  dv  niiisso  ilu  soleil  vu  subira 

une  finale  a       ,  • 
/•• 

Or,  d'a|)rès  h;  prini  ipc  du  mouvemoiit  relalil,  déiouverl 

par  Newton  ,   la  force  accélératrice  relative  de   la  planète 
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S  oblicnilra  en  joignanl  u  la  force  accélératrice —pj  qui  y 

est  réellement  appliquée,   une  force  cj^ale   et  contraire  à 

la  force  accélératrice  appliquée  au  soleil,  et  qui  est"— ^7-  et 

dirigée  vers  la  planète.  Il  faudra  donc  ajouter  cette  der- 
nière dirigée  vers  le  soleil,  et  la  planète  sera  sollicitée  vers 
le  soleil  regardé  coimue  immobile  par  une  force  accéléra- 
trice égale  à 

5 > 

/- 

et  l'on  raisonnerait  de  la  même  manière  pour  le  mouve- 
ment relatif  d'un  satellite  et  de  sa  planète. 

24 i.  Remarque.  —  La  force  accélératrice  relative  étant 

plus  grande  de "^-^ que  si  le  soleil  était  immobile,  il  s'ensuit 

(pie  cet  effet  varie  d'une  planète  à  l'autre;  et  comme  la  force 

accélératrice   est  —^^ —  à  l'unité  de  distance  pour  le  corps 

([ui  décrirait  autour  d'un  centre  fixe,  dans  le  temps  T,  une 
clli|>se  ayant  pour  grand  axe  2<7,  il  s'ensuit  qu'on  aura 


et  non 


X^ 


/M, 


et.  par  conséquent,  —  varierait  d'une  planète  à  l'autre,  ce 

cpii  serait  contraire  à  la  troisième  loi  de  Kepler.  Or  cette 
loi,  résultant  d'un  nombre  considérable  d'observations,  doit 
être  regardée  au  moins  comme  extrêmement  approchée; 
d'où  il  suit  nécessairement  que  le  terme  m  est  extrême- 
ment petit  par  rapport  à  M,  c'est-à-dire  que  les  masses  des 
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planètes  sont  extrêmement  petites  par  rapport  à  celle  du 
soleil. 

245.  Masses  des  planètes.  —  Il  est  facile  de  déterminer 
le  rapport  de  la  masse  d'une  planète  à  celle  du  soleil, 
lorsque  cette  planète  est  accompagnée  d'un  satellite  avant 
une  masse  relativement  très  petite.  En  effet,  représentons 
par  M  la  masse  du  soleil,  par  /??,  /«'  celles  de  la  planète  et 
de  son  satellite,  par  la,  ici!  les  grands  axes  des  orbites  de 
la  planète  et  du  satellite,  et  par  T,  T'  les  temps  de  leurs 
révolutions;  on  aura,  d'après  ce  qui  précède, 

d'où 

a'^T-       m  -^  m' 


Or  le  second  membre  peut  être  regardé  comme  sensible- 
ment  égal  a  ^5  parce  que  m  est  très  petit  par  rapport  a  31, 
ainsi  que  m'  j)ar  rapport  à  m.  On  peut  donc  écrire 
m  _  ff'^T^ 

T  et  T'  sont  connus  par  l'observation,  et  il  su  (lit  de  con- 

r 

naître   une  valeur  approcliée  de  —  pour  en  déduire,  avec 

une  approximation  du  mémo  orilrc,  le  rapport  de  la  masse 
de  la  planète  à  celle  du  soleil.  Newton  a  trouvé,  par  ce 
procédé,  ■^—  pour  le  rapport  de  la  masse  de  Jupiter  à  celle 
du  soleil.  Des  procédés  plus  précis  ont  donné  77,;;.  ce  qui 
en  diflère  très  j>eu. 

2K).   La    masse   de  la   tcrr»;   ne  peut   se    di-lrriiiiiicr    très 
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evactemcnt  par  la  méthode  que  nous  avons  indiquée  pour 
les  planètes  qui  ont  des  satellites,  parce  que  la  masse  de  la 
lune  ne  peut  être  négligée  par  rapport  à  celle  de  la  terre; 
néanmoins  celte  méthode  donnera  un  moven  de  vérification 
lorsque  l'on  connaîtra  le  rapport  de  ces  deux  masses.  Mais 
on  peut  parvenir  à  connaître  la  masse  de  la  terre  par  un 
autre  moven  qui  ne  saurait  être  employé  pour  aucune 
autre  planète,  et  qui  résulte  de  la  connaissance  que  nous 
avons  de  l'attraction  qu'elle  exerce  sur  les  corps  situés  à 
sa  surface.  Cette  attraction  est  égale  à  la  pesanteur,  aug- 
mentée de  la  composante  verticale  de  la  force  centrifuge. 
De  plus,  il  faut  avoir  égard  à  l'aplatissement  de  la  terre, 
et  Ton  trouve  que,  sur  le  parallèle  dont  le  carré  du  sinus 
de  la  latitude  est  |^,  et  dont  la  distance  /•  au  centre  de  la 
terre  a  pour  valeur  /•  =  636455 1,  l'attraction  G  de  la  terre 
est  sensiblement  la  même  que  si  elle  était  sphérique  et 
qu'elle  eût  /•  pour  ravon.  En  la  calculant  d'après  la  loi  de 
la  variation  de  la  pesanteur  à  la  surface  de  la  terre  {Méca- 
nique céleste),  on  trouve  qu'elle  a  pour  valeur  9,81640, 
ce  qui  est  un  peu  supérieur  à  g. 

Si  donc  on  désigne  par  m  la  masse  de  la  terre,  et  par  /* 
l'attraclion  mutuelle  de  deux  unités  de  masse,  placées  à 
l'unité  de  distance  l'une  de  l'autre,  on  aura 

On  peut  tirer   de  là  la  valeur   de  y,   et  la   reporter  dans 

la  formule  — t^^t—  =^  f{^^  H-  '")  <^|iii  se  rapporte  au  mouve- 

menl  de  la  terre  autour  du  soleil.  Il  en  résulte 

47:- rt^ G /•-  ( iM  4-  m) 

~W~~  m  ' 

d'où 

m  ~  G/-T- 
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Mais  on  a 

T^864oox  365,256374, 

et  la  valeur  de  la  parallaxe  du  soleil  donne 

a  =■  23984/"; 

en   effecluanl  les  calculs,  on  trouvera 

=  304090,,     ou     ^ 


m  '  ^''  M  "354592 

Il  est  facile  de  déduire  de  là  le  rapport  de  la  densité 
moyenne  de  la  terre  à  celle  du  soleil.  En  effet,  le  diamètre 
du  soleil  est  égal  à  1 10  fois  celui  de  la  terre,  et  les  densités 
de  deux  corps  sont  entre  elles  comme  leurs  masses  divisées 
par  leurs  volumes;  d'où  l'on  conclut  facilement  que  la  den- 
sité de  la  terre  est  à  peu  près  quadruple  de  celle   du  soleil. 

Si,  d'après  cela,  on  calcule  la  pesanteur  à  la  surface  du 
soleil,  on  trouve  qu'une  même  masse  y  pèse  29  fois  et  demie 
autant  qu'elle  pèserait  à  la  surface  de  la  terre  ;  et  que  les 
corps,  abandonnés  à  la  libre  action  de  cette  force,  y  par- 
courraient un  espace  d'environ  i45  mètres  dans  la  pre- 
mière seconde,   tandis  qu'à   la  surface  de   la  terre   l'espace 

cpi'ils  parcourent  dans  le  même  temps  n'est  que  -• 

247.  Les  masses  des  planètes  qui  n'ont  pas  de  satellites 
ne  peuvent  être  déterminées  par  le  procédé  du  n"  245.  et 
l'on  a  recours,  pour  cela,  aux  perturbations  (|ue  leurs  ac- 
tions mutuelles  introduisent  dans  leur  mouxcnienl  autour 
du  soleil.  L'action  d'une  planète  élanl  jiroporlionnelle  à 
sa  masse,  on  conçoit  à  priori  (\uc  \v  trouble  apporté  par 
cette  action  dans  un  mouvcmenl  produit  par  celle  du  soleil, 
peut  conduire  à  la  connaissance  du  rapport  de  la  masse  de 
celle  planète  à  celle  du  soleil.  Celle  imj)ortanle  question 
est  du  ressort  de  la  Mécanique  céleste,  et  nous  nous  bor- 
nons à  l'indiquer,  (le    jtrocédé    peul  s'appIicpuM"  éi;aleni(nl 
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aux  nlanùlcs  qui   oui  des    salelliles,  cl    c'esL  ainsi    qu  on  a 
Irouvé  j^  pour  la  masse  de  Jupiter. 

Les  masses  des  satellites  d'une  même  planète  pourront 
de  même  être  comparées  à  celles  de  leurs  planètes,  au  moyen 
des  perturbations  que   leurs  actions    mutuelles   apportent  à 
leur  mouvement  aiilour  de  celte  planète;  et  l'on  en  déduira 
les  rapports  de  leurs  masses   à   celle    du    soleil,  puisqu'on 
connaît  celui  de  la  masse  de  la  planète  à  celle  du  soleil.  H 
V  aurait  encore    ici    une    exception    pour   la   terre    qui  n'a 
qu'un    satellite;  mais    on    a  aussi  ce  même    avantage   doni 
on  a  profilé  dans  la  recherche  de  la  masse  de  la  terre;  c'est 
la  connaissance  de  ce  qui  se  passe  à  sa  surface.  En  cflet,  la 
lune  produit  k  celle  surface  des  perturbations  provenant  de 
linégalité  des  distances  de  ce  satellite  aux  difTérenls  point-; 
de  la  terre.  Ces  perturbations  sont  le  llux  et  le  reflux  de  la 
mer.  Comme  le  soleil   produit  sur  la    mer  des   elTets   sem- 
blables, on  conçoit  que  la  comparaison    de   ces  deux  efl'ets 
doit  conduire  au  rapport  des  masses  de  la  lune  et  du  soleil. 
Or  cette  comparaison  est  facile  par  l'observation  des  marées 
lunaires  et  solaires  dont  les  lois  sont  différentes.  Nous  nous 
bornerons  à  dire  que  le  rapport  de  la  jiremière  à  la  seconde 
est,  dans  le   port   de  Brest,  2,3533   (Mécanique  céleste): 
par  un  calcul  que  nous    ne   rapporterons  pas,  on  en  déduit 
le  rapport  de  la  masse  de  la  lune  à  cette  du    soleil^  et  par 
suite  à  celle  de  la  terre.  On    trouve  ainsi    que   la   masse  de 
la  lune  est  yr-  de  celle  de  la  terre. 

2i8.  Marche  suivie  d'abord  par  jXewton.  —  Avant  dob 
tenir  la  démonstration  que  nous  avons  donnée  de  la  loi  de 
l'attraction,  Newton  l'avait  entrevue  par  des  considérations 
que  nous  allons  indiquer,  et  qui,  sans  avoir  le  môme  degré 
de  rigueur,  ne  laissaient  pas  que  de  donner  de  très  fortes 
inductions.  Les  satellites  décrivent  autour  de  leurs  planètes 
respectives  des  orbites   sensiblement  circulaires,  auxquelles 
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s'appliquent  les  lois  de  Kepler  :  et  les  planètes  décrivant 
des  orbites  d'excentricités  différentes,  on  peut  supposer, 
par  analogie,  que  les  lois  de  Kepler,  qui  leur  sont  com- 
munes, s'appliqueraient  encore  au  cas  dorhites  circulaires  : 
d'autant  plus  que  les  orbites  réelles  étant  très  peu  excen- 
triques, on  peut  avec  une  assez  grande  approximation  les 
regarder  comme  circulaires.  Ainsi,  on  aura  des  résultats, 
sinon  exacts,  au  moins  fort  approchés,  en  appliquant  les  lois 
de  Kepler  au  cas  d'orbites  circulaires.  Cela  posé,  la  loi  des 
aires  indique  toujours  que  la  force  qui  agit  sur  chaque 
planète  est  dirigée  vers  le  centre  du  soleil.  La  seconde  loi, 
qui,  dans  le  cas  général,  prouvait  que,  pour  la  même  pla- 
nète, la  force  accélératrice  variait  en  raison  inverse  du 
carré  de  la  distance,  montre,  dans  le  cas  actuel,  que  la  vi- 
tesse est  constante  ;  car  les  arcs  de  cercle  sont  proportionnels 
aux  secteurs,  et,  par  suite,  au  temps;  or,  la  force  centri- 
pète, appliquée  à  l'unité  de  masse,  a  pour  valeur  -^  >  v  étant 

la  vitesse,  et  R  le  rayon  du  cercle;  elle  est  donc  constante. 
Ainsi,  dans  ce  cas  particulier,  comme  on  devait  le  prévoir, 
la  seconde  loi  n'apprend  rien  relativement  à  la  variation 
de  la  force  avec  la  distance;  mais  elle  en  donne  toujours 
l'expression  au  moyen  du  temps  T  de  la  révolution  entière 
de  la  planète  et  du  rayon  de  son  orbite.  On  a,  en  effet, 
2-11=  çT.,  el,  par  conséquent,  en  désignant  par  ç  la  force 

centripète  jri  et  substituant  à    i'  sa  valeur  en  fonction  de 

il  el  T,  on  aura 

ce  (lui  s'accorde  avec  la  valeur  irr-nérale     ,'       •  —t  dans  la- 

({ucllc  on  supposerait /'==  rt  =  K. 

Passons    maintenant   à    la    troisième  loi,  qui,  dans  le  cas 
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ii^énéral,  étendait  la  loi  d'attraction  trouvée  pour  les  di- 
verses positions  sur  une  mémo  orbite,  aux  positions  rela- 
tives  à  des  orbites  différentes.  Dans  le  cas  actuel,  le  résultat 
analogue  que  nous  allons  trouver  ne  sera  pas  une  exten- 
sion, mais  bien  la  première  manifestation  de  cette  même 
loi.  Soient  ç,  o  les  forces  accélératrices  relatives  à  deux 
planètes  quelconques,  dont  les  distances  au  soleil  sont  K, 
R',  et  les  durées  des  révolutions  T,  T'.  On  aura,  d'après 
les  valeurs  de  c  et  z  . 

or  la  troisième  loi  de  Kepler  donne 

T-:T-::R^:R'\ 

Remplaçant,  dant   le   second  rapport   de    la   proportion 

précédente,    T-   et    T'-   par  les  quantités  proportionnelles 

R3,  R'',  elle  devient 

,1    ^     I 
9:?  ::  j^  :  -^_\ 

ce  qui  prouve  que  la  force  appliquée  à  l'unité  de  masse 
varie  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance  au  centre  du 
soleil. 

Les  satellites  d'une  même  planète  étant  soumis  aux 
mêmes  lois,  relativement  à  leur  planète,  on  en  conclut 
que  l'allraclion  de  la  planète  sur  les  satellites  varie  de  même 
en  raison  inverse  du  carré  de  la  dislance  au  centre  de  la 
planète. 

La  terre,  n*a\ant  qu'un  satellite,  ne  pouvait  fournir  une 
vérification  semblable  de  celte  loi  dattraction  ;  mais  elle 
en  offrait  une  autre  à  laquelle  Newton  s'est  attaché  immé- 
diatement, cl  dont  rinsuccès  Ta  arrêté  pendant  plusieurs 
années,  par  suite  de  la  connaissance  imparfaite  que  l'on 
avait  alors  du  diamètre  de  la  terre.  Il  ne  reprit  ses  recher- 
ches sur  la  loi  de  lallraction  que  lorsque  Picard  eut  trouvé 

DcH.   —  Mcth.  IV.  22 
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une  valeur  nouvelle  de  ce  rapport  par  des  procédés  plus 
exacts;  nous  allons  indiquer  la  méthode  qu'il  suivit  et  qui, 
cette  fois,  confirma  pleinement  la  loi  indiquée  par  ses  pre- 
mières recherches. 

Il  commença  par  démontrer  cet  important  théorème, 
qii^ une  couche  sphérique  homogène,  d'une  épaisseur  infi- 
niment petite,  dont  tous  les  points  attirent  un  point  exté- 
rieur en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance,  donne  la 
même  résultante  que  si  toute  sa  masse  était  réunie  en  son 
centre. 

En  considérant  donc  la  terre  comme  composée  de  cou- 
ches sphériques  homogènes,  variant  de  densité  suivant  une 
loi  quelconque,  et  dont  toutes  les  molécules  attirent  les 
points  extérieurs  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance, 
son  action  sur  tout  point  extérieur  sera  la  même  que  si 
toute  sa  masse  était  réunie  au  centre.  Cette  action  sera  donc 
en  raison  inverse  du  cari'é  de  la  distance  des  points  attirés 
à  son  centre. 

La  vérification  de  la  loi  annoncée  par  les  planètes  avant 
des  satellites  consistera  donc  à  reconnaître  f[ue  des  masses 
égales,  placées,  lune  à  la  surface  do  la  terre,  l'autre  au 
centre  de  la  lune,  sont  attirées  en  raison  inverse  des  carrés 
du  rayon  terrestre  et  du  layon  de  l'orbite  lunaire,  sup- 
posée circulaire.  Or  la  distance  des  centres  de  la  lune  et 
de  la  terre  ayant  jH)ur  \aleur  moyenne  Go  rayons  ter- 
restres, la  pesanteur  à  la  surlace  de  la  terre  doit  être 
3()oo  fois  plus  grande  que  l'allraction  exercée  par  la  terre 
sur  une  même  masse  située  sur  la  lune  :  ce  même  rapport 
doit  donc  exister  entre  les  espaces  parcourus  dans  un  mémo 
temps  par  les  corps  tombant  à  la  surface  de  la  terre,  et  par 
la  lune  dans  le   sens  de  Tatlraclion  de  la  terre. 

Si,  pour  simplifier  lo  calcul,  nous  cimsidérons  l'ellipse 
très  peu  excontricpie  (|ue  dt'xrit  la  lune  comme  un  cercle 
dont  le  ravon   K  soit   éiral  à  (3i>    lois   le  ra\ou  /•  de  la  terre. 
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supposée  sphérique,  la  force  centripète  représentera  l'ac- 
tion i''  de  la  terre  sur  l'unité  Je  masse  de  la  lune.   Cctle 

dernière  est  donc  égale  à  „'.,  -  -,  T  étant  la  durée  de  la  révo- 
lution de  la  lune  autour  de  la  terre,  dont  la  valeur  en 
secondes  est  89  3^3  x  60;  on  aura  donc 


60(39343)- 


exprossion  qui  dépend  de  la  valeur  /•  du  ravon  terrestre, 
tandis  que  la  pesanteur  g\  à  la  surlace  de  la  terre,  déter- 
minée par  les  expériences  du  pendule  ou  de  la  chute  ver- 
ticale des  corps,  était  évaluée  en  toises,  indépendamment 
de  la  grandeur  du  rayon. 

On  voit  ainsi  comment  une  mesure  inexacte  de  ce  rayon 
pouvait  empêcher  la  vérification,  et  c'est  ce  qui  est  arrivé. 
Mais,  lorsque  Newton  apprit  qu'une  nouvelle  mesure  avait 
été  laite  avec  beaucoup  de  soin  par  Picard,  il  reprit  la 
théorie  qu'il  avait  abandonnée  pendant  plusieurs  années, 
et  cette  lois  il  trouva  que  l'allracUon  de  la  terre  sur  des 
masses  égales  placées  à  sa  surface,  et  au  centre  de  la  lune, 
est  en  raison  inverse  des  carrés  de  leurs  distances  au  centre 
de  la  terre.  Toute  incertitude  disparut  alors,  et  sa  foi,  un 
instant  ébranlée,  n'en  devint  que  plus  vive;  mais  nous  ne 
le  suivrons  pas  dans  l'exposition  de  toutes  ses  découvertes 
sur  le  système  du  monde,  qui  resteront  comme  le  plus 
grand  monument  des  temps  modernes  :  nous  nous  sommes 
proposé  seulement  de  faire  connaître  la  méthode  qu'il  a 
enseignée  pour  l'étude  des  phénomènes  naturels,  et  de 
montrer  comment  elle  Ta  conduit  à  la  loi  générale  de  1  at- 
traction, qui  a  fait  de  l'Astronomie  ce  que  nous  appelons 
une  science  de  raisonnement. 
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MOUVEMENT  D  UN  SYSTÈME  QUELCONQUE  DE  POINTS. 


249.  Nous  avons  vu  précédera  me  ni  comment  les  équa- 
lions  d'équilibre  d'un  système  quelconque  de  points  soumis 
à  des  liaisons  déterminées  par  des  équations  quelconques 
pouvaient  être  déduites  dune  formule  générale,  par  des 
procédés  de  calcul  réguliers,  dépendants,  dans  chaque  cas 
particulier,  de  la  forme  des  équations  qui  en  expriment  les 
liaisons.  Nous  allons  maintenant  faire  connaître  une  for- 
mule générale  qui  a  le  même  avantage  pour  toutes  les  ques- 
tions de  mouvement. 

Celle  importante  formule  n'est  que  l'expression  d'une 
proposition  due  à  d'Alemhert,  cl  qui  est  la  généralisation 
d'une  idée  conçue  par  Jacques  Bernoulli  pour  la  solution 
du  problème  du  pendule  composé.  Celle  proposition  ramène 
la  question  du  mouvement  d'un  système  quelconque  à  celle 
de  l'équilibre  du  même  système.  Et  l'on  conçoit  alors  com- 
menlla  formule  générale  qui  fournit  les  équations  de  l'écpn- 
libre  pourra  conduire  à  la  connaissance  des  équations  du 
mouvement. 

Nous  allons  exposer  le  principe  de  cette  réduction,  ol 
nous  en  déduirons  la  formuh'  générale  du  niou\emcnl. 
Nous  montrerons  ensuite  comment  on  en  peut  déduire, 
dans  chaque  cas  particulier,  les  équations  spéciales  qui  s'y 
rapportent. 

l'niNTiPK  nie  n'vi.KMBERT. 

2.j0.  (^e  princijK-  a  pour  objet,  comme  nous  l'avons  dit, 
de  ramener  la  (hMerniinalion  du  iiiouveiiient    d  nn  svstème 
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fjuelconquc  à   la  considération    tlo    lôquilibrc  de  ce  même 
système. 

Lorsque  des  points  sont  soumis  à  certaines  liaisons,  les 
(orées  qui  leur  sont  appliquées  ne  leur  donnent  pas  le  même 
mouvement  que  s'ils  étaient  entièrement  isolés  et  libres; 
mais  si  Ion  pouvait  évaluer  les  forces  qui  proviennent  de 
ces  liaisons,  en  les  joignant  pour  chaque  point  à  celles  qui 
y  sont  directement  appliquées,  on  pourrait  les  considérer 
tous  comme  entièrement  libres  et  isolés.  Désignons  par  m 
la  masse  de  l'un  quelconque  d'entre  eux,  et  par  .r,  y,  z,  ses 
coordonnées;  les  trois  composantes  de  toutes  les  forces  ainsi 
calculées  devraient  donc  respectivement  être  égalées  à 

d'-x  cr-y  cPz 

"'HF'    "'HF'    "'-dF' 

dont  nous  représenterons  la  résultante  par  Q. 

(a'Va  posé,  soit  P  la  force  donnée  qui  agit  sur  le  point  m  ; 
appliquons  à  ce  point  la  force  Q,  et  une  force  égale  et  con- 
traire Q,,  et  agissons  de  même  pour  tous  les  autres  points; 
rien  ne  sera  changé  ni  dans  le  mouvement,  ni  dans  les  efforts 
exercés  sur  les  différentes  parties  du  svstème,  puisque  les 
forces  introduites  se  détruisent  deux  à  deux  sur  un  même 
point,  et  jiar  conséquent  n'établissent  aucune  action  entre 
deux  points  différents. 

Mais  le  point  ni  pourrait  être  considéré  comme  libre  si 
l'on  introduisait  les  forces  que  produisent  sur  lui  les  liai- 
sons du  svstème;  donc  ces  dernières  doivent  exactement  dé- 
truire P  et  Q,,  puisque  la  force  Q  produirait  sur  ce  point 
libre  le  mouvement  qu'il  suit  réellement.  Et,  en  effet,  si  les 
forces  P  et  Qi  n'étaient  pas  détruites  par  celles  qui  pro- 
viennent des  liaisons,  elles  se  comjioseraient  avec  elles  et 
donneraient  une  résultante  qui,  conjointement  avec  Q,  de- 
vrait produire  sur  le  point  libre  le  même  mouvement  que 
la  force  (^  seule;  ce  qui  est  absurde.  D'où  il  suit  que  les 
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liaisons  du  syslônie  dévcloppcnl  à  cliaque  inslanl  des  forces 
qui  font  équilibre  aux  forces  PetQ,,  relatives  à  tous  les 
points.  On  peut  donc  énoncer  le  principe  suivant,  qui  est 
dû  à  d'Alembert  : 

Dans  le  momement  d'un  système  quelconque  de  points 
soumis  à  des  liaisons  quelconques,  et  sollicités  par  des 
forces  quelconques,  il  y  a  équilibre  à  chaque  instant, 
au  moyen  de  ces  liaisons,  entre  ces  forces  et  des  forces 
égales  et  directement  opposées  à  celles  qui  produiraient 
sur  chaque  point  matériel,  supposé  libre,  le  mouvement 
qu'il  suit  réellement;  ou,  en  d'autres  termes.,  entre  ces 
forces  et  les  forces  d'inertie  développées  par  chaque 
point  du  système. 

Quant  aux  efforts  exercés  sur  le  système,  ils  peuvent 
varier  à  chaque  instant,  et  sont  produits  par  les  forces  va- 
riables qui  s'y  font  continuellement  écpiilibre. 

251.  Voyons  comment  ce  principe  conduit  à  la  déter- 
mination du  mouvement  de  chaque  point,  en  fournissant 
autant  d'équations  qu'il  \  a  de  coordonnées  indépendantes. 
Désignons  par  X,  Y,  Z  les  com|>osantes  connues  de  la 
force  totale  appliquée  au  point  doul  la  masse  est  m;  par 
X',  y,  Z'  celles  qui  se  rapportent  au  point  m',  et  ainsi  de 
suite,  ces  forces  pouvant  être  nulles  pour  un  nombre  quel- 
conque de  ces  points;  d'après  ce  que  nous  avons  dit,  il  de- 
vra y  avoir  à  chaque  instant  équilibre  sur  le  système  entre 
ces  forces  et  celles  dont  les  composantes  sont,  pour  chacun 
des  mêmes  points  rosjiectivemenl, 

d-.r  d'Y  d*z 

ni 


ilt-  ' 

'"   dt^  ' 

dt- 

l'.v' 

,  r/-  y' 

,iPz' 

x,)  ,  z,  a', ....  dési^Mianl   les  coordonnées  de  ces  difl'ércnls 
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points.  En  d'aulrcs  termes,  il  doit  y  avoir  équilibre  entre 
les  forces  suivantes,  appliquées  respectivement  aux  points 
/«,  m'. .  .  .,  parallèlement  aux  axes  des  coordonnées 

X 

Y 
Z 

Les  conditions  d'équilibre  seront  exprimées  par  l'équation 
suivante  que  donne  le  principe  des  vitesses  virtuelles,  en 
supposant  les  axes  rectangulaires  : 


d^JC 

"'  dr-  ' 

X' 

—  m 

d\T' 

dt- 

d-y 
"'   dC-  ' 

Y 

^m' 

d\y' 
dt- 

d-z 
"'  dt^  ' 

Z' 

-  m' 

d'z' 
dl^ 

lO 


oa-  —  (  1        m  —T-j 


Ix,  ;)',  zz  désignent  les  composantes  du  déplacement  infi- 
niment petit  quelconque,  que  Ton  pourrait  faire  subir  au 
point  (x,  j>',  z-)^  à  un  instant  quelconque  du  mouvemcait, 
sans  violer  les  conditions  du  système,  telles  qu'elles  sont  au 
moment  même  que  l'on  considère,  et  le  temps  n'étanl  pour 
rien  dans  la  considération  des  déplacements,  ou  vitesses 
virtuelles,  Zx^  cj',  Zz.  Ainsi  les  équations  qui  expriment 
les  liaisons  du  système,  et  dont  nous  désignerons  le  nombre 
par  /,■,   étant 

L  —  o,     M  r^  o,     N  —  o,      . . . , 

les  valeurs  des  coordonnées,  après  le  déplacement  virtuel, 
devront  satisfaire  à  ces  mêmes  équations,  dans  lesquelles  le 

temps  t  n'aura  pas  varié.  La  somme  ^  s'étend    à    tous    les 

points  matériels  du  svstème,  et  les  quantités  X,  Y,  Z  seront 
supposées  nulles  pour  ceux  auxquels  aucune  force  ne  sera 
appliquée. 
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L'éqiialion  (i)  renferme  3n  variations,  le  nombre  des 
points  étant  n;  et  elles  doivent  satisfaire  aux  k  équations 
diftércntielles     des    équations     données    L  =  o,    M  =  o, 

N  =  o,...,   ce   qui  donne 

dL  ,  dL  ^         dL  ^         dL  ^   , 

-y-  6^  -i-   -J-  OK  -i-   -7-  o;  -f-  -;— ;  OX'      •       ...      -  O, 

dx  dy  dz  d.r 

(2)        \  f/M,         dï\^         dM^         f/M,    , 

._,^_^_,^--^_o.-.-_oa..4-...=o, 


Éliminant  k  variations,  au  moyen  de  ces  équations,  il  n'en 
restera  plus  que  3/i  —  A"  complètement  indéterminées.  En 
égalant  à  zéro  les  coefficients  de  chacune  d'elles,  on  oblien- 
dra  in  —  A"  équations  qui,  jointes  aux  A  premières,  déter- 
mineront les  coordonnées  de  tous  les  points  en  fonction  du 
temps.  Le  problème  se  trouve  donc  ainsi  ramené  à  l'inté- 
gration   d'équations   différentielles. 

2o2.  Si  l'on  mulliplie  les  équations  (2)  par  des  indéter- 
minées A,  ;x,  V, .  .  . ,  cpi'on  les  ajoute  à  l'équation  (  i  ),  et  qu'on 
éi:;ale  à  zéro  les  coefficients  de  chacune  des  variations,  on 
aura 


X 

d-x       ,  dL          dM 
dt^            dx       '    dx 

d?i 
'    'dx 

Y 

d'Y       ,  dL           dM 
dt-            dy        '     dy 

Z 

d-z        ,  dL           dM 
dl-             dz              dz 

dz 

,d-x'        ,   dL            dM 

dN 

X'- 

dt^            dx'       '    dx' 

^'d^' 

Si  l'on  élimiui^  les  A  imléleiniinées  X,  ;ji,  v on  ob- 
tiendra 3/»  -  -  A  é(|uations  (lillérenlielles  du  second  ordre 
entre  x,  j-,  z,  ./'. ...  et  le  temps    /.  Ces  équations   seront 
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équivalentes  à  celles  que  l'on  aurait  obtenues  en  éliminant 
/,  variations,  comme  nous  l'avons  d'abord  Indiqué;  mais 
ce  procédé  a  l'avantage  que  nous  avons  déjà  reconnu,  quand 
MOUS  l'avons  appliqué  au  principe  des  vitesses  virtuelles  :  il 
détermine  les  forces  dont  les  équations  de  condition  tien- 
nent lieu;  et  les  valeurs  des  quantités  X,  ;j.,  v, .  .  .  feront 
connaître  les  efforts  qu'éprouvent  à  chaque  instant  les 
liens  qui  assujettissent  les  points  à  satisfaire  à  ces  équa- 
tions. 

Si  le  système  est  déterminé  par  d'autres  variables  que  les 
coordonnées  de  ses  points,  on  suivra  toujours  la  même 
marche;  et  l'application  du  principe  des  vitesses  virtuelles 
fera  toujours  connaître  autant  d'équations  qu'il  y  a  de  va- 
riables indépendantes;  de  sorte  qu'en  les  joii^nant  aux  équa- 
tions de  condition,  on  pourra  toujours  déterminer  toutes  les 
variables  en  fonction  du  temps  :  ce  qui  est  précisément 
l'objet  <[ue  l'on  se  propose. 

233.  Drterininntion  des  constantes.  —  Les  constantes 
introduites  par  l'intégration  des  ?>n  —  /c  équations  différen- 
tielles, seront  au  nombre  de  i\n  —  2  /•  ;  et  on  les  déterminera 
par  les  données  de  l'état  initial,  c'est-à-dire  au  moyen  des 
positions  de  tous  les  points,  ainsi  que  des  grandeurs  et  des 
directions  de  leurs  vitesses,  à  un  certain  instant,  qu'on  pren- 
dra pour  origine  des  temps.  Ces  positions  initiales  ne  sont 
pas  entièrement  arbitraires,  parce  que  leurs  coordonnées 
doivent  satisfaire  aux  k  équations  données:  de  sorte  qu'on 
ne  peut  se  donner  arbitrairement  que  3/t  —  A"  de  ces  coor- 
données. De  même  aussi,  les  composantes  de  leurs  vi- 
tesses doivent  satisfaire  aux  k  équations  qu'on  obtient  entre 

-j-j  -~-,  •  •  •  j  en  différenliant  les  k  équations  données  ;  d'où 

il  suit  qu'on  ne  pourra  se  donner  arbitrairement  que3/i  —  k 
composantes  des  vitesses  initiales.  Ainsi,  pour  que  l'état 


346  nu   MOLVEMENT  PRODUIT    PAR    LES   FORCES. 

initial  soit  complètement  déterminé,  ce  qui  est  indispen- 
sable, il  faut  que  l'on  se  donne  6/i  —  a  A'  quantités,  qui  peu- 
vent être  choisies  tout  à  fait  arbitrairement;  mais  on  ne  peut 
pas  s'en  donner  davantage. 

Cela  posé,  quand  on  aura  intégré  le  système  des  équa- 
tions différentielles,  on  aura,  pour  déterminer  toutes  les 
coordonnées  des  n  points,  d'abord  les  k  équations  données, 
et  ensuite  Zn  —  k  équations,  renfermant  6n  —  ik  con- 
stantes arbitraires.  Les  3/i  —  /  équations  devant  être  satis- 
faites à  ciiaque  instant,  on  y  fera  f  =  o,  et  l'on  remplacera 
les  coordonnées  par  leurs  valeurs  initiales  ;  il  en  résultera 
3/j  — k  équations  entre  les  constantes  et  les  quantités  con- 
nues; les  k  équations  restantes  seront  nécessairement  salis- 
laites,  puisque  l'on  a  dû  choisir  les  coordonnées  initiales  de 
telle  sorte  que  les  liaisons  exigées  aient  lieu.  Différentiant 
ensuite  les  3/i  —  k  équations  entre  les  coordonnées,  on  en 
aura  un  égal  nombre  entre  les  composantes  des  vitesses;  et, 
si  Ton  y  substitue  les  valeurs  initiales  des  coordonnées  et  de 
ces  composantes,  on  aura  Zn  —  k  nouvelles  équations  entre 
les  constantes  arbitraires  cl  des  quantités  connues.  On  aura 
donc  ainsi  (3/;  —  2 A  équations  pour  déterminer  les  6/7  —  ik 
constantes;  et  alors  les  coordonnées  de  tous  les  points  (hi 
système  seront  complètement  déterminées  en  fonction  ihi 
temps. 

L'application  de  celte  méthode  à  des  exemples  choisis  est 
nécessaire  pour  en  bien  saisir  l'esprit,  mais  nous  ronvovons 
pour  cela  aux  Traités  spéciaux.  ISous  ne  nous  proposons  ici 
que  d  établir  les  idées  fondamentales  et  les  théories  qui 
•■((iisliliictil  la  partie  élémentaiic  de  la  Science  des  forces. 


CITAriTRE  XVII. 
DU  MOUVEMENT  RELATIF  D  UN  SYSTÈME. 


254.  Si  tous  les  points  matériels  qui  composent  le  sys- 
tème étaient  entièrement  libres  et  indépendants  les  uns  des 
autres,  on  rentrerait  dans  la  théorie  du  mouvement  rclatit 
d'un  point  libre;  et  il  suffirait  d'introduire  en  chaque  point 
les  deux  forces  fictives,  définies  dans  le  n°  214,  pour  que 
le  mouvement  relatif  du  système  fut  ramené  à  un  mouve- 
ment absolu. 

2oo.  Supposons  maintenant  que  certains  points  du  sys- 
tème soient  assujettis  seulement  à  rester  sur  des  surfaces  ou 
des  courbes  données,  fixes  ou  moljiles,  constantes  ou  varia- 
bles de  forme.  Il  en  résultera  pour  ces  points  des  forces  in- 
connues normales  à  ces  surfaces  ou  à  ces  courbes.  Si  Ion  en 
connaissait  les  valeurs,  en  les  joignant  aux  forces  données, 
les  points  pourraient  être  considérés  comme  libres,  et  1  on 
rentrerait  dans  le  cas  précédent.  Il  suffirait  donc  d'intro- 
duire en  chaque  point  les  deux  forces  fictives  dépendantes  du 
mouvement  des  axes,  et  Ton  serait  encore  ramené  au  mou- 
vement absolu.  Mais,  bien  que  ces  forces  normales  soient 
inconnues,  on  peut  toujours  les  introduire  comme  si  elles 
étaient  connues.  Le  nombre  des  quantités  à  déterminer  sera 
augmenté;  mais  le  nombre  des  équations  le  sera  également. 
En  efl'et,  les  coordonnées  d'un  point  assujetti  à  rester  sur 
une  surface  doivent  constamment  satisfaire  à  l'équation  de 
celte  surface.  Si  le  point  est  assujetti  à  rester  sur  deux  sur- 
faces,  ou  en  d  autres  termes  sur  une  courbe   donnée,    il 
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s'inlrodull  deux  forces  inconnues,  normales  à  ces  deux  sur- 
faces; mais,  en  même  temps,  on  a  deux  équations  entre  ses 
coordonnées  :  de  sorte  que  le  nombre  des  équations  aug- 
mentera toujours  autant  que  celui  des  inconnues,  et  le  pro- 
blème sera  entièrement  déterminé.  Les  équations  de  ces 
surfaces  ou  de  ces  courbes  pourront  être  données  en  fonc- 
tion du  temps  et  des  coordonnées  absolues  ou  relatives,  et 
on  les  exprimera  dans  celui  que  l'on  voudra  de  ces  deux 
systèmes,  au  moyen  des  formules  de  la  transformation  des 
coordonnées. 

2o6.  Si  deux  points  du  svstèmc  étaient  assujettis  à  rester 
à  une  distance  constante  l'un  de  l'autre,  comme  cela  arrive 
souvent,  il  naîtrait  de  là  deux  forces  égales  et  contraires, 
dirigées  suivant  la  droite  qui  joint  ces  points  et  appliquées 
respectivement  à  chacun  d'eux.  En  introduisant  ces  forces, 
les  points  peuvent  être  considérés  comme  libres,  mais  on 
devra  exprimer  que  leur  distance  est  constante  :  ce  qui  four- 
nil une  nouvelle  équation  en  même  temps  qu'il  s'est  intro- 
duit une  nouvelle  inconnue  qui  est  la  grandeur  de  la  force. 
Ces  conditions  peuvent  se  multiplier  indéfiniment.  Le  même 
point  peut  être  lié  à  un  nombre  quelconque  d'autres  points, 
et  assujetti  à  rester  sur  une  ou  sur  deux  surfaces.  Chacune 
de  ces  conditions  introduira  toujours  une  inconnue  et  une 
équation,  et  le  problème  sera  dt-lerminé.  De  ce  qui  précède, 
on  déduit  la  projxjsiiion  suivante^  : 

Lorsijuc  (libers  pi>ints<r  un  systrnie  m  nioin'cmcnt  sont 
assif/i'llis  à  rester  à  des  dislances  constantes  les  uns  des 
autres,  ou  à  demeurer  sur  des  surf  aces  ou  des  lignes  varia- 
bles de  position  et  de  forme,  le  mouvement  de  ce  sy  sti'me 
relnlni'ni('i>t  n  trois  axes  mobiles  sera  identiiiue  à  un 
mouvement  /i(»solu  qu'on  déterminera  de  la  manière  sui- 
vante par  rrf/>/)ort  à  des  a.res  /i.res  :  on  fera  partir  le 
système  d'un  état  initial  idmiitjue  à  l'état  relatif  initial; 
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on  appliquera  d'abord  en  chaque  point  des  forces  dont 
les  composantes  seront  e.rpriméespar  les  mêmes  fonctions 
du  temps  et  des  nouvelles  coordonnées  absolues,  que  les 
forces  données  le  sont  au  moyen  des  coordonnées  rela- 
tives ;  on  y  joindra  les  forces  fictives  telles  cju' elles  ont  été 
déterminées  dans  le  cas  d'un  point  libre  ;  enfin  les  points 
seront  assujettis  à  conserver  les  distances  données  les  uns 
avec  les  autres,  et  à  se  mouvoir  sur  des  surfaces  ou  des 
courbes  ayant  pour  équations,  par  rapport  aux  axes 
fixes,  les  équations  données  exprimées  en  coordonnées 
relatives  aux  axes  mobiles. 

257.  Cas  général.  —  Les  conditions  que  nous  venons 
dexaminer  sont  celles  qui  se  rencontrent  le  plus  ordinai- 
rement. C  est  pour  cela  seulement  que  nous  les  avons  pré- 
sentées en  premier  lieu,  car  nous  aurions  pu  commencer 
par  le  cas,  tout  à  fait  général,  dont  nous  allons  maintenant 
nous  occuper. 

Supposons  que  les  liaisons  du  svstème  soient  exprimées 
par  des  équations  renfermant  le  temps  et  les  coordonnées 

absolues  x^  1',  z,  x\  y\  z\  x"  ^  y",  z" dun  nombre 

quelconque  de  points,  M,  M',  M", .  .  .  Nous  avons  démon- 
tré que  le  mouvement  absolu  sera  le  même  que  si  l'on  sup- 
primait les  liaisons  et  que  Ion  introduisit  en  chaque  point 
des  forces  déterminées  par  les  équations  qui  expriment  ces 
liaisons.  Ces  forces,  pour  un  point  quelconque  M  avant 
j>our  coordonnées  x,  y,  z  par  rapport  à  un  svstème  quel- 
conque d'axes,  sont  normales  aux  différentes  surfaces  que 
Ion  obtient  à  l'instant  que  l'on  considère,  en  regardant 
x,y,  z  comme  seules  variables  dans  toutes  les  équations  où 
elles  entrent;  et  les  valeurs  des  composantes  de  ces  forces, 
parallèlement  aux  x,  y,  z,  sont  les  produits  des  dérivées 
partielles  de  ces  équations,  relativement  à  x,^',  z,  par  un 
facteur  commun  c[ui  nest  pas  donné,   et  qui  est  le  même 
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pour  toutes  les  dérivées  provenant  de  la  même  équation  ; 
en  sorte  qu'il  y  a  autant  de  ces  inconnues  qu'il  v  a  d'équa- 
tions ;  et  qu'il  est  possible,  par  conséquent,  de  déterminer, 
non  seulement  les  coordonnées  de  tous  les  points  à  chaque 
instant,  mais  encore  les  grandeurs  et  les  directions  des 
forces  qui  pourraient  être  substituées  aux  liaisons,  et  per- 
mettre ainsi  de  considérer  tous  les  points  comme  entière- 
ment libres. 

Tout  cela  étant  rappelé,  il  est  clair  (juc,  si  nous  conce- 
vons introduites  ces  forces  qui  remplacent  les  liaisons,  nous 
retombons  dans  le  j)remier  cas  ;  et  le  mouvement  relatif 
cherché  coïncide  avec  un  mouvement  absolu  dans  lequel 
ces  mêmes  forces  seraient  ajoutées  aux  proposées  et  aux 
forces  fictives  qui  se  rapportent  au  mouvement  relatif  d'un 
point  libre.  Mais  comme  les  forces  provenant  des  liaisons 
renferment  des  inconnues  nouvelles  en  nombre  égal  à  celui 
des  équations  données,  il  faudra  employer  ces  équations  à 
leur  (li'lerminatioii;  afin  tl'avoir  en  tout  autant  d'équations 
que  d'inconnues. 

Observons  maintenant  que  si,  dans  toutes  ces  é(pialions 
où  nous  a\ons  supposé  qu'il  n'entrait  que  des  coordonnées 
absolues,  on  remplace  celles-ci  par  des  coordonnées  rela- 
tives, au  moyen  des  formules  ordinaires  de  la  transforma- 
tion des  coordonnées,  rien  ne  sera  changé  dans  les  condi- 
tions des  liaisons.  Or,  à  un  instant  quelconque,  on  peut 
supposer  qu'on  j)renne  pour  axes  de  coordonnées  trois 
droites  coïncidant  avec  les  axes  mobiles  dans  la  positiou 
(Hi'ils  o((U|)('nt  à  cet  inslanl.  Los  é([ualions  de  liaison  seront 
les  éipiations  proposées  exprimées  au  mo\en  des  coordon- 
nées rclalives.  Les  forces  à  introduire  auront  leurs  conq>o- 
santes  suivant  ces  axes,  représentées  par  les  dérivées  par- 
tielles des  écpiations  par  rapport  aux  coordonnées  relatives, 
multipliées  par  des  facteurs  «onununs  en  même  nombre 
<|ue  ers    équations,  comme  nous  l'avons  rappelé  en  détail 
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loul  à  riicurc.  D'où  Ton  conclut  la  proposition  suivante  : 
Le  mom-ement  relatif  d' un  syslènic  c/e/*oin(s,  fiés  par 
des  équations  quelconques  entre  le  temps  et  les  coordon- 
nées de  ces  points  par  rapport  aux  axes  mobiles,  est  iden- 
tique à  un  mouvement  absolu  du  même  système,  en  sup- 
posant ;  i"  qu'il  parte  d'un  état  initialidentique  à  l'état 
relatif  initial  ;  .i°  qu'il  soit  soumis  à  l'action  des  forces 
dont  les  composa /i tes  sont  exprimées  par  les  mêmes  fonc- 
tions des  coordonnées  des  points,  que  celles  des  forces 
données  le  sont  au  moyen  des  coordonnées  relatives; 
i''  qu'on  y  joigne  les  forces  fictives  ;  4°  et  en  supposant 
enfin  le  système  assujetti  à  des  liaisons  exprimées  par 
des  équations  renfermant  les  coordonnées  actuelles  de  la 
même  manière  que  les  équations  données  renferment  les 
coordo n  n  ées  re la  t ives . 


CHAPITRE  XVIII. 

CE  QUE  LOX  ENTEND  PAR  FORCES  INSTANTANÉES.  —  LEUR 
MESURE.  —  DÉTERMINATION  DU  MOUVEMENT  QU  ELLES  PRO- 
DUISENT. —  SUPERPOSITION  DE  LEURS  EFFETS. 


238.  Nous  avons  démontré  (n"  184)  qu'une  force  con- 
stante pouvait  être  mesurée  par  la  quantité  de  mouvement 
qu'elle  a  produite,  divisée  par  le  temps  emplové  à  la  pro- 
duire; d'où  il  résulte  que,  pour  produire  une  quantité  de 
mouvement  déterminée,  il  faut  que  la  durée  de  l'action  soit 
d'autant  moindre  que  la  force  emplovée  est  plus  grande, 
mais  qu'il  n'y  a  aucune  force  qui  puisse  y  parvenir  sans 
employer  un  certain  temps.  Néanmoins,  si  refiet  est  pro- 
duit dans  un  temps  si  court,  que  rien  n'ait  pu  changer  sen- 
siblement dans  les  positions  des  points,  on  pourra,  dans  la 
plupart  des  cas,  faire  abstraction  de  ce  temps  ;  et,  pour  in- 
diquer cela,  nous  donnerons  à  la  force  le  nom  do  force 
instantanée. 

Pour  mesurer  soit  la  valeur  constante  dune  pareille 
force,  soit  sa  valeur  moyenne,  si  elle  est  variable,  on  jioiir- 
rail  la  rapporter  à  l'unité  ordinaire,  cl  l'on  aurait  pour 
mesure  la  quantité  de  mouvement  produite,  divisée  par 
la  durée  de  l'action.  Mais  cette  durée  n'étant  pas  appré- 
ciable, au  moins  dans  le  cas  où  il  peut  y  avoir  quelque  uti- 
lité à  considérer  ce  genre  de  force,  il  vaut  ntieux  ne  pas 
rinlrodiiirc  dans  la  mesure,  et  se  borner  à  la  (juanlité  de 
mutiNcinenl.  (^ii  supposera  alors  à  raction  la  durée  qii«^  Ton 
voudra,  p»>ur\ii  (iiiCllf  soit  extrèmemenl  petite;  les  elVels 
n'en  dépeiulroni    millcment,    comme    nous   allons  !<•  faire 
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voir  en  donnant  le  moven  de  les  calculer.  Ainsi  nous  me- 
surerons une  force  instantanée  par  la  quantité  de  mouve- 
ment qu'elle  produit  en  agissant  sur  un  point  matériel 
libre  en  repos.  Et,  comme  la  décomposition  des  forces  se 
lait  de  la  même  manière  que  celle  des  vitesses,  il  s  ensuit 
que  les  composantes  d  une  force  instantanée,  prises  paral- 
lèlement ù  des  directions  données,  d'après  les  mêmes  règles 
cpie  pour  les  forces  continues,  ne  sont  autre  chose  que  les 
Ibrces  instantanées  qui  correspondraient  aux  composantes 
de  la  vitesse  totale  suivant  les  mêmes  directions. 

Enfin  comme  les  composantes  de  la  vitesse  dun  point 
jnatériel,  parallèles  à  trois  axes  fixes,  se  trouvent  augmen- 
tées par  laclion  de  forces  quelconques  de  la  même  ma- 
nière que  si  la  vitesse  initiale  était  nulle,  il  s'ensuit  que  les 
(•onq)osantes  de  la  force  instantanée  qui  agit  sur  un  point 
matériel  en  mouvement,  sont  mesurées  par  les  quantités  de 
mouvement  correspondantes  aux  accroissements  des  compo- 
santes de  la  vitesse  de  ce  point. 

2o9.  pour  déterminer  l'eflet  de  forces  instantanées  sur 
un  svstème  quelconque  déjà  en  mouvement,  appliquons 
l'équation  (i)  à  ces  forces,  en  négligeant  toutes  les  autres, 
(pii  ne  j)eu\ent  produire  aucun  eflet  appréciable  pendant  la 
durée  totale  0  de  ces  actions,  dont  les  unes  peuvent  cesser 

avant  les  autres.  Les    valeurs  de  a:,  j',    z,   x\ peuvent 

être  regardées  comme  invariables  pendant  ce  temps;  et  il 

est  facile  de  voir  qu'il    en  est   de   même   de   sjc,  zy^zz, 

En  effet,  ces  variations  satisfont  aux  équations  difteren- 
tielles  de  L  =  o,  M  =  o,...,  dans  lescpielles  t  est  consi- 
déré comme  une  constante.  Or,  cette  constante  ne  chan- 
geant (pi'infiniment  peu,  dans  l'intervalle  de  temps  que 
l'on  considère,  les  quantités  ex,  c^)',...  ne  peuvent  chan- 
ger que  de  quantités  infiniment  petites  par  rapporta  elles- 
mêmes,  et  doivent  par  conséquent  être  considérées  comme 
DuH.  —  Mcth.  IV.  2.3 
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invariables.  Intégrons  maintenant  l'équalion  (  i  )  par  rapport 
à  t,  en  prenant  pour  limites  le  commencement  et  la  fin 
de  rinlcrvallc  0;  désignons  par /?iX,  niY,  inL  les  compo- 
santes de  la  force  aj)pliquée  au  point  dont  la  masse  est  m  ; 

.   dx      .   ilv      K  d^  \       '      ,       1        1     d-x    .      d-y    , 
et  par  A  — r  5  A  -7-5  A  — r  'es  inleïïrralcs  de  —r-r  dt,  -—■  d/. 
^  dt  dt  dt  °  dt-        '    dl- 

rl- z    ,  .  ,  .  ,      ,  .    ,    dx     dy 

——fil,  (lui  sont  les  accroissements  dos  qnantitrs  — r-,  ^-7 
dl-  ^  '  dt     dt 

dz  1    •       1  ••!•>, 

—r\  nous  obtiendrons  ainsi  l  équation 

di  '  ' 

Or,  la  force  appliquée  à  la  masse  m  ayant  pour  compo- 
santes /»X,  /»Y,   /?r/i,  les  inlégralcs  m  1  \(/t,  m  1  Ydfy 

m    l  '/,dt  sont  les  com[)Osanles  Ac  la  (pianlilé  do  nionvomonl 

que  produirait  cette  force  dans  le  temps  0,  et,  par  consé- 
([iionl,  les  composantes  de  la  force  inslantancc^  d'après  le 
sens  ([ue  nous  attachons  à  cette  dénomination.  Si  on  les 
représente  par  X(,  Y|,Z,,    ré([ualion   précédent"'    d<niont 

—  o. 


^'^      '^  d: 


,,,A-^)o. 


Mais,  si  la  masse  m  t'tait  liUro,  les  composantes  de  sa 
l'orce  instantanée  qui  clian^erait  les  composantes  de  sa  \  1- 
tcsse,  de  la  même  mauirrc  ipifllf^  font  étt',  seraient 
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Donc  léqiialion  (3)  exprime  qu'il  y  a  cf[iiilil)re  entre  les 
iorces  instanlanées  qui  ont  agi,  et  les  forces  instantanées, 
prises  en  sens  contraire,  qui  produiraient  le  même  cliangc- 
iiioiil  Jans  le  mouNcmcnt  tlo  chaque  point  s'il  était  entiè- 
rement libre  :  ces  dernières  lorccs  ne  sont  autre  chose  que 
les  forces  d'inertie  correspondantes  au  changement  bniscpie 
des  vitesses.  J^e  principe  de  d'Alenibert  s'applique  donc 
aux  changements  brusques  comme  à  ceux  qui  s'opèrent 
dune  manière  continue  dans  le  mouvement  d'un  système 
(pielconque,  en  entendant  que  les  forces  instantanées  se 
mesurent  par  la  f[nantitc  de  mouvement  qu'elles  comiiai- 
ni([ueraient  à  nii  point  libre. 

11  est  important  de  remarquer  que  les  accroissements  des 
composantes  des  vitesses,  ainsi  déterminés,  sont  ind('q»cn- 
dants  des  grandeurs  de  ces  vitesses,  et  sont  les  mêmes  que  si 
le  svstème  était  en  repos  au  moment  où  agissent  les  forces 
instantanées. 

260.  Lorsque  l'on  aura  éliminé  de  l'équation  (3)  toutes 
les  variations  qui  dépendent  des  autres,  et  qu'on  aura  égalé 
à  zéro  les  coefficients  de  celles  qui  resteront,  les  équations 
ainsi  obtenues  renfermeront  linéairement  les  composantes 
des  forces  instantanées,  et  les  accroissements  des  compo- 
santes des  quantités  de  mouvement;  et,  de  plus,  aucun 
terme  ne  sera  indépendant  de  ces  quantités.  Ces  équations 
jointes  aux  équations  de  condition,  dont  on  déduira,  par 
la  dillérentialion,  des  équations  renfermant  linéairement 
à  tous  leurs  termes  les  accroissements  des  composantes 
des  vitesses,  détermineront  toutes  les  quantités  inconnues 

A  '4-'-.... 

Or,  d'après  la  théorie  des  équations  du  premier  degré, 
les  dénominateurs  de  leurs  valeurs  seront  indépendants 
de  X,,  Y,,  Z|,  X!.  ..,   et  leurs  numérateurs  les  renferme- 
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ront  linéairement  et  sans  termes  indépendants.  Donc,  si  les 
forces  instantanées  varient  toutes  dans  un  même  rapport, 
les  accroissements  des  composantes  des  vitesses  \arieront 
dans  ce  même  l'apport.  Et  plus  généralement,  si  l'on  consi- 
dère autant  de  systèmes  que  l'on  voudra  de  forces  instan- 
tanées^ les  accroissements  des  composantes  des  vitesses 
de  chaque  point  seront  les  sommes  des  accroissements 
qui  correspondraient  à  chaque  système  de  forces,  agis- 
sant séparément  sur  le  système  des  points  en  repos. 

On  arriverait  à  la  même  conséquence  sans  s'appuyer  sur 
la  résolution  des  équations  du  premier  degré,  et  par  la  seule 
observation  que  nous  avons  l'aile  sur  la  forme  des  équations 
de  la  question. 

Ainsi,  les  effets  que  produirait  chacune  des  forces,  si  elle 
agissait  seule,  se  produisent  en  même  temps  sans  se  nuire; 
ils  se  superposent  les  uns  aux  autres  :  et,  en  estimant  les 
vitesses  acquises  suivant  les  mêmes  directions,  elles  s'ajou- 
tent pour  former  la  vitesse  totale  acquise  dans  ces  direc- 
tions. 

Et  Ton  voit  encore  (pie  les  vitesses,  après  l'elfet  des  forces 
instantanées,  sont  les  mêmes  que  si  le  système  parlait  du 
rc|)OS  et  fût  sollicité  par  les  forces  instantanées  données 
auxquelles  enjoindrait  d'autres  forces  instantanées  capables 
de  communiquer  au  système  en  repos  les  vitesses  dont  ses 
diflérents  poinls  sonl  anim's  à  Tinslanl  (pir  l'on  considère. 

OBSERVATION. 

261.  Si  nous  iiiiNions  pt)ur  ol)|(i  (pic  de  r.muMU'r  la 
science  des  forces  à  celles  <pii  oui  t'ié  éludi»'es  avant  elle, 
noire*  làclie  pourrait  èlre  considért'-e  comme  accomplie.  En 
(rllet,  nous  avons  trouvé  une  formule  au  nioveii  île  laquelle 
loules  les  (jue^lions  de  nioiiN  eineiil  et  d'écpiililue,  sur  d<*s 
systèmes   exactemejil    ili'liius.    sonl     ramenées    à    de    pure> 
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(jueslions  de  calcul,  en  n'exigeant  j)las  (|uc  les  lliéorics  de 
la  science  des  nombres  et  de  la  Géométrie. 

Mais,  indépendamment  de  rintéièt  que  présente  la  solu- 
tion de  Ions  les  problèmes  particuliers  de  mouvement  et 
d'équilibre,  la  science  des  forces  renferme  des  propositions 
importantes,  utiles  par  leur  ap|)lication  à  un  i;raiid  nombre 
de  questions  parliculières,  mais  qui  se  recommandent  sur- 
tout par  leur  généralité  même  et  par  lintérét  qui  s'attache 
toujours  aux  grandes  conceptions.  Nous  allons  montrer 
comment  elles  peuvent  être  tirées  du  principe  qui  contient 
la  science  entière. 


CHAPITRE  XIX. 

QUELQUES  CONSÉQUENCES  GÉNÉRALES  DU  PRUXCIPE 
DE  D  ALEMBERT. 


262.  Parmi  les  déplacements  virluels  en  nombre  infini 
que  Ton  peut  donner  à  un  s^slème.  à  une  époque  quel- 
conque de  son  mouvement,  il  \  en  a  quelques-uns  qui, 
quoique  suffisants  pour  déterminer  le  mou\ement  même, 
peuvent  néanmoins  en  faire  connaître  d'importantes  pro- 
priétés. 

INous  considérerons  d'abord  un  système  entièrement 
libre,  dont  les  points  sont  soumis  à  des  liaisons  mutuelles 
quelconques,  et  sont  sollicités  ])ar  des  forces  extérieures 
quelconques.  Dans  ce  cas,  les  déplacements  virtuels  tpie 
nous  lui  donnei'ons  seront  ceux  qui  seraient  possibles  en 
laissant  tous  les  points  dans  les  mêmes  positions  les  uns  par 
rapport  aux  autres;  ou,  en  d'autres  termes,  en  concevant 
que  le  système  devienne  comjdèlement  rigide,  avec  la  figure 
qu'il  a  au  moment  que  Ion  considère,  cl  restant  toujours 
cntièrenicnl  bl)re. 

Les  écpialions  (pie  l'on  tirera  ainsi  de  la  formule  géni'-- 
rale  seront  précisément  celles  qui  exprimeraient  l'équilibre 
du  système  devenu  rigide,  et  sollicité  par  les  forces  dont  les 
composantes  seraient,  jiour  le  |Miiiil  (|neIcon(]Me  avant  l.i 
masse  nt, 

///-  i/C  (ft- 

Ces  équations  sont  au  nombre  de  six.  et  nous   allons  consi- 
<léier  d'abord  les  trois  prtMnièr(>s. 
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MOIVEMENT   PI    CENTRE   DE   GUWITÉ. 

l^cs  liols  premières  cqualions  de  ré(|iiililjrc  de  ces  forces 

SOIll 

I^{^-'"w)    °'2(^--'"$)  "-^'2(^""' ^tf)-  °' 

il  on  l'on  lire 

Les  premiers  membres  de  ces  é(|ULilions  peuvcnlcUe  Irans- 
lormés  en inlrodiiisanl les  coordonnées  a',,j>',,  ^(  dn  ceiilie 
(le  giavilc  du  s\slènic  pi'oposé,  en  entendant  par  là  le  poinl 
qui,  à  une  épotpie  quelconque  dn  mouvement,  desiendrait 
le  centre  de  |j;ravllé  du  système,  si  on  liait  inslanlanémcnl 
tous  les  points  entre  eux. 

En  effet,    les   coordonnées  de   ce   poinl  satisferont   au\ 
équations 


(2)       ^//Ki—    M.r,,      2"'^^'"'   -'^'^'■"      2 


nizz,    \\z, 


M  désignant  la  somme  totale  des  masses  du  système. 

Ces  cqualions  avant  lieu  à  chaque  instant,  on  pourra  les 
différenlier  par  ra|)porl  au  temps,  et  Ton  trouvera 

^    '^      dt  dl         ^      dt  dl         ^      dl  dl 

et.  en  les  dillérenlianl  de  nouveau^ 

^  '  ^-^       ^//^  di-\Èmà      dL-  dl-    ^      dt-  dl- 

d'oîi,  en  yertu  des  équations  (  i  ), 

écpialions  qui  expriment  (jue  les  composantes  de  1  accélé- 
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ration  du  niouveinent  du  centre  de  gravité  sont  identiques 
à  celles  que  l'on  trouverait  pour  un  [loint  dont  la  niasse 
serait  M,  et  qui  serait  sollicité  par  toutes  les  forces  don- 
nées, transportées  parallèlement  à  elles-mêmes  en  ce  point. 
Si  donc  on  supposait  ini  point  avant  une  masse  M,  partant 
de  la  position  initiale  du  centre  de  gravité,  avec  la  même 
vitesse  dans  la  même  direction,  ses  coordonnées  seraient 
déterminées  par  les  mêmes  équations  que  celles  du  centre 
de  gravité,  et  ces  deux  points  coïncidei'aient  à  cliacpie 
instant. 

263.  Considérons  maintenant  l'état  initial  du  système 
proposé,  et  supposons  qu'il  soit  produit  par  des  forces 
instantanées  appliquées  à  ce  système  en  repos.  Désignons 
par  A,  B,  C  les  composantes  de  celle  qui  est  appliquée  au 
j)oint  /;?,  par  A',  B',  G'  celles  de  la  force  appliquée  à  m' ,  et 
ainsi  des  autres,  ces  forces  pouvant  d'ailleurs  être  nulles 
pour  un  nondjre  quelconque  de  ces  points.  Nous  avons 
démontré  qu'il  y  avait  équilibre  entre  ces  forces  et  les 
accroissements  instantanés  des  quantités  de  mouvement, 
et,  comme  elles  sont  appliquées  à  des  points  en  repos,  ces 
accroissements  seront  les  composantes  mêmes  des  quan- 
tités de  mouvement  instantanément  acquises.  Désignons 
les  composantes  des  vitesses  initiales  par 

il  V  auia   t'(piildtr(^  >ur  le   s\sl(Mne  proposé  entre  les  forces 

A  -  ,„  (l^-)   ,      f.  --  ,n  (;^-)   ,      C  --  n.  (^'If^   ....  : 

il  v  aura  donc  encore  t'quilihre  eu  rendant  K-  SNSlème 
rigide,  d'où  résulteront  les  trois  premières  équations 
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et,  d'après  Ir-s  ('tjuations  (3)  considérées  à  cel  instant, 

K^)..-2v  ^'m-l>'  H'è)r-l^- 


On  voit  (l(inc  ([uc  les  com|)osantos  de  la  vitesse  initiale 
du  centre  de  i;ravllé  sont  les  mêmes  quelles  seraient  [)onr 
un  point  a\ant  la  masse  AI,  et  sollicité  par  toutes  les  forces 
instantanées  qui  détermiiicnl  les  vitesses  initiales  du  svs- 
lènie  partant  du  repos,  ces  forces  étant  transportées  paral- 
lèlement à  elles-mêmes  en  ce  point.  En  réunissant  ces  deux 
propositions,  on  aura  le  principe  suivant  : 

Le  moincment  du  centre  de  grcu'ité  d'un  système  libre 
quelconque  est  le  même  que  si  l'on  y  réunissait  toutes  les 
masses  des  différents  j)oints^  et  qu'on  y  transportât^  pa- 
rallèlement à  elles-mêmes,  les  forces  instantanées  et  les 
forces  continues,  qui  produisent  l'état  initial  et  les  états 
subséquents  du  système. 

264.  Il  résulte  de  là  ([ue,  si  aucune  force  extérieure  n'est 
appliquée  au  svstème,  et,  plus  généralement,  si  les  forces 
qui  V  sont  appliquées  se  détruisent  rpiand  on  les  trans- 
porte en  un  même  point,  le  mouvement  du  centre  de  gra- 
Mlé  est  rectiligne  et  uniforme.  Sa  direction  est  donc  cellcr 
de  sa  vitesse  initiale,  et,  par  conséquent,  de  la  résultante 
des  forces  instantanées  qui  ont  mis  le  système  en  mouve- 
ment; ou  encore,  des  forces  instantanées  qui  lui  donne- 
raient, à  un  instant  quelconcpie,  le  mouvement  dont  il  est 
animé. 

Lorsque  les  points  du  svslème  exei'ceront  les  uns  sur  les 
autres  des  actions  réciproques,  égales  et  contraires,  con- 
tinues ou  instantanées,  le  mouvement  du  centre  de  gravité 
n'en  sera  pas  altéré,  puisque  ces  forces,  transportées  en  ce 
point,  s'y  détruiraient  deux  à  deux.  Ainsi  des  chocs  ou  des 
liaisons  subites  établies  entre  plusieurs  corps  du   système-. 
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OU  encore  des  explosions  intérieures,  produisant  néces- 
sairement des  actions  égales  et  contraires,  ne  sauraient 
modifier  en  rien  le  mouvement  du  centre  de  gravité.  C'est 
en  cela  que  consiste  le  principe  de  la  conservation  dit 
moinenient  du  centre  de  graK'ité. 

Il  est  essentiel  d'observer  que  toutes  les  propositions 
précédentes  sont  indé])endantes  de  la  nature  des  forces  et 
des  lois  de  leur  action. 


PRINCIPE    DE   L.V   CONSERVATION    DES   MOMENTS   ET   DES   AIRES. 

265.   Considérons    maintenant  les  trois  dernii-res  équa- 
tions  d'équilibre,  qui  expriment  que  les  sommes  des  mo- 

1      p  -^r  d-.r    --  d-\    „  d- z 

mcnts  des  lorces  X  —  m  —r-r  j  1  —  ni  —td  L  —  m  —r-^ ,  •  •  •  , 

dl-  dt-  dl- 

par  rapport  aux  trois  axes,  sont  nulles.  Ces  équations  sont 


viZ 


d'-z\  (  d\y 

dl-  1  \  dt^ 


d-JL' 

~dC- 


z 


d-z 

7iF 


(  d-v\  I  dKr\ 


=  o, 
=  o, 
--  o. 


cl  peuNcnl  se  mettre  sous  la  forme 


^Z^- 


d'y 


-^     ^-    dl-  dl-   '       ^ 


c; 


r/»x 


d'-z 


t/r-        dt-j     — - 

/     d'y  d\v\        ^       .  . 

V        dt-         *      (//*  /  ^^ 

Ces  rqiKilioMS  oril  lieu  à  cli-iqnc  iii-l;uit  du  mu>u\  cincnl  ; 
elles  expriment  (jue  les  >()mmes  dos  moments  des  lorces 
données,  jvar  rapport  aux  trois  axes,  sont  égales  à  ce!le>  des 
moments  des  forces  qui  produiraient  sur  les  points  libres 
\i-  iiiotiM-iiii'iil  (pu  a  heti. 
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260.  Nous  nous  occuperons  parliculièromcnl  du  cas  où 
le»  seconds  membres  des  équations  (  i  )  sont  nuls.  Cela  aura 
lieu  d'abord  si  les  forces  X,  Y,  Z,...  sont  toutes  nulles, 
c'est-à-dire  >i  le  svstèmc  qui  a  été  mis  en  mouvement  est 
abandonné  à  lui-même,  sans  aucune  action  »Hrangère. 

Cela  aura  lieu  encore  si  les  points  sont  soumis  à  des 
actions  qui  seraient  en  équilibre  sur  le  système  rendu  ri- 
s.\de  ;  car  ces  seconds  membres  sonl  les  sommes  des  mo- 
menls  des  forces  par  rapport  aux  axes;  et  ces  sommes  sont 
nulles  si  les  forces  sont  en  équilibre.  Cela  comprend  le 
cas  d'actions  mutuelles  égales  et  de  sens  contraires,  et.  ])ar 
conséquent,  de  chocs  quelconques  entre  les  diverses  par- 
tics  du  s\stème. 

Enfin,  ces  seconds  membres  sont  encore  nuls  si  toutes 
les  forces  appliquées  aux  divers  points  du  système  passent 
par  un  même  point,  choisi  pour  origine  de  coordonnées. 
En  effet,  les  composantes  X,  Y,  Z  d'une  quelconque  d'entre 
elles  étant  proportionnelles  aux  coordonnées  du  point  d'ap- 
|)licalion,  on  aura 

On  voit  même  (pi'il  suffirait  que  les  forces  eussent  une 
résultante  passant  par  l'origine.  De  sorte  que  les  seconds 
membres  des  équations  (i)  seront  nuls  toutes  les  fois  que 
hs  forces  seraient  en  équilibre  sur  le  système  rendu  rigide, 
<■'  lié  au  point  fixe  qui  a  été  pris  pour  origine. 

Le  cas  dont  nous  allons  nous  occuper  a  donc  encore  une 
assez  grande  généralité. 

Les  équations  (i)  deviennent,  dans  cette  supposition. 
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inU'granl  par  raj^port  à  f,  et  représentant  par  c,  c,  c"  trois 
constanlt  s,  on  ohliendra 


""•'■7/-/ 


(3) 


(h 

(Il 


dt 

dz 


—  c. 


;77--^777'^^' 


dv 


d.l-\ 


\^       I      (ly  a.r\  , 

^mi        \        dt  •      dt  I 


Les  premiers  men)l)res  de  ces  équations  sont  les  sommes 

des  moments,  par  rapport  aux  axes,    des  forces    dont  les 

composantes    seraient   exprimées    pour   chaque   point   par 

dx  dy         ''^^       1        X    1-        1        ,> 

m  —r-}   m  -r-5  m —r  ■>  c  cst-a-dn-e  des    lorccs   instantanées, 
dt  dt  dt 

qui    produiraient   sur    chaque    point   libre,   et   partant  du 

repos,  le  mouvement  dont  il  est  animé. 

Ainsi  les  équations  (3)  expriment  que  les  \o/»/«<'.f  dm 
nionir7}/s  des  quantités  de  mouvenicnt  qui  animent  le 
systi'ine  à  un  moment  quelconque,  estimées  par  rapport  à 
trois  axes  rectangulaires,  sont  const(tntes;  et  que,  par 
conséquent^  il  en  est  de  même  par  rapport  à  toute  direc- 
tion. Ou,  en  d'autres  termes,  si,  à  un  instant  quelconque, 
on  considère  les  forces  instantanées  qui  protluiraient  sur 
chacpie  point  libre,  et  jiartant  du  repos,  \c  mou\enuMit 
dont  il  est  animé;  que  Ton  tléconq>ose  chacune  de  ces 
forces  en  trois  autres,  dirigées  suivant  les  axes  des  coor- 
données, et  en  trois  couples,  a\ant  ces  nu'mes  directions j 
pour  axes  :  la  somme  des  moments  des  couples  dans  cha- 
cune de  ces  directions  sera  constante;  et,  par  suite,  laxe  dul 
couple  résultant  sera  constant  en  {grandeur  et  en  direction. 

C'est  en  cela  (pu^  consiste  !<•  principe  de  la  conseri'oUo/Ji     i 
des  mome/its.    Il   sidisiste,   (|uelies  <jue   soient   les  action: 
mutuelles  (pii  viendraienf  à  n.iilri;  entre  des  point«<  du  s\sj 
Irnie,  connue   p.ir  e\enq)l<'  si  deux  pi>iiil>  ('l.in  ni   lus  subij 
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Icmeiil  liui  à  l'aulre;  si  une  partie  du  système,  d'abord 
i;azeuso,  devenait  liquide,  puis  solide,  pourvu  ([uc  cela  s'opé- 
rât par  des  actions  deux  à  deux,  égales  et  contraires  ;  ou 
encore,  si  le  changement  de  température  de  diflérents  points 
d'un  svstème  changeait  leurs  actions  mutuelles,  et,  par 
suite,  leurs  distances.  Ces  diverses  circonstances  se  pré- 
sentent dans  Icsvstèmedu  monde. 

Il  est  inutile  de  rappeler  que  les  sommes  des  moments 
seraient  les  mêmes  pour  tout  système  de  forces  instan- 
tanées, j)ro(luis((/il  sur  le  svstènie  proposé  le  moui'e/ne/it 
existant,  puis'jue,  d'après  le  principe  de  cV  Alembert^  ces 
forces. seraient  en  équilibre  avec  l'autre  pris  en  sens  con- 
traire, sur  le  système  tel  qu'il  est,  et  aussi  après  qu'on 
Idura  rendu  rigide. 

267.  11  résulte  de  ce  qui  précède  que  si,  à  un  instant 
quelconque,  on  considère  comme  des  forces  les  quantités 
de  mouvement  qui  animent  les  différents  points  du  sns- 
tènie,  et  qu'on  les  compose  comme  si  elles  étaient  apjili- 
cpiées  à  un  svstème  rigide,  on  trouvera  toujours  la  même 
résultante  et  le  même  couple  résultant,  par  rapport  à  une 
même  origine. 

Si  Ion  apjilique  à  ces  forces  les  propositions  qui  ont  été 
établies  dans  la  théorie  de  l'équilibre  relativement  à  la 
réduction  d'un  système  quelconque  de  forces,  on  obtiendra 
les  conséquences  suivantes  : 

Lorsqu'un  svstème  libre  quelconque  est  sollicité  par  des 
forces  qui  se  détruiraient  mutuellement  s  il  dcvcnail  rigide, 
la  somme  des  forces  représentées  par  les  (pianlités  de 
mouvement  de  ses  différents  points,  estimés  dans  une  même 
direction,  est  constante  ; 

Le  centre  de  gravité  du  système  se  meut  parallèlement  à 
la  résultante  des  quantités  de  mouvement,  transportées  en 
un  même  point; 
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La  somme  des  moments  de  ces  quanlités  de  mouvemcri 
par  rapport  à  une  même  droite  est  constante. 

Si  Ton  considère  ces  moments  par  rapport  à  toutes  les 
droites  qui  passent  par  un  même  point  de  l'espace,  celle 
pour  laquelle  la  somme  est  la  plus  grande  est  invariable  : 
c'est  l'axe  du  couple  résultant  des  quantités  de  mouve- 
ment relatif  à  cette  origine.  Cette  direction,  ainsi  que  la 
valeur  du  moment  total  correspondant,  sont  les  mêmes 
pour  tous  les  points  de  la  parallèle  à  la  résultante  menée 
par  ce  même  point.  La  direction  peut  être  la  même,  sans 
que  le  mouvement  soit  le  même;  c'est  lorsque  les  forces 
représentées  par  les  quantités  de  mouvement  sont  -réduc- 
tibles à  une  force  unique.  Dans  ce  cas,  tous  les  points  du 
plan  mené  par  celte  force  et  le  point  que  l'on  considère, 
donneront  une  même  direction  pour  l'axe  du  moment  maxi- 
mum; mais  le  moment  ne  sera  le  même  en  grandeur  et  en 
direction  que  pour  les  points  d'une  même  |iarallèle  à  la 
résultante. 

Il  existe  un  axe  central  unique,  parallèle  à  la  résultante, 
et  tel  que  pour  tous  ses  points  sa  direction  est  celle  de  Taxe 
du  moment  maximum;  et  ce  moment  est  moindre  ({ue  le 
maximum  relatif  à  tout  autre  point  de  l'espace.  Il  se  déter- 
mine facilement  dès  qu'on  connaît  la  résultante  et  le  couple 
résultant  relatif  à  une  origine  donnée.  Dans  le  cas  où  le 
système  des  forces  représentées  par  les  quantités  de  mou- 
vement est  réductible  à  un<'  force  unique,  la  droite  suivant 
laquelle  elle  agit  est  l'axe  (M'nlr;il. 

2G8.  Conservation  des  nnunents  fiifus  le  nwtnenient 
ri'ltitif.  —  Supposons  maintenant  que  les  axes  auxquels  on 
rapporte  la  position  îles  points  se  meuvent  «mi  restant  paral- 
lèles à  «Mix-rnêmrs,  le  uiouNcmeuI  n-latif  sera  identique  au 
niouvrmcnl  absolu  (pToii  «)l>luMidrail  en  parlant  d  un  état 
initial  idculique  à  l'élal    relatif  initial,  et    introduisant    les 


ciivriTRE  \IK.  367 

forces  fictives,  dclerminées  précétlemincnl.  Dans  le  cas 
actuel,  où  les  axes  n'ont  qu'un  mouvement  de  translation, 
les  forces  fictives  se  réduiront,  pour  chaque  point  du  sys- 
tème, à  une  force  accélératrice  égale,  parallèle,  et  de  sens 
contraire  à  celle  qui  donnerait  à  un  point  matériel  libre  le 
mouvement  qui  suit  l'origine  des  axes  mobiles. 

Lorsque  ces  forces  réunies  aux  forces  données  seront  en 
équilibre  sur  le  système  rigide,  ou  donneront  une  résul- 
tante passant  constamment  par  l'origine  mobile,  le  prin- 
cipe de  la  conservation  des  moments  aura  lieu  dans  le  mou- 
vement relatif. 

Supposons  toujours  que  les  forces  données  soient  en 
équilibre  sur  le  svstème  rigide.  Il  sera  nécessaire  alors  que 
les  forces  fictives  soient  en  équilibre  sur  ce  même  système, 
ou  bien  qu'elles  donnent  une  résultante  qui  passe  constam- 
ment par  l'origine  mobile. 

Or,  ces  forces  se  composent  en  une  seule,  appliquée  au 
centre  de  gravité  du  système,  parallèle  et  de  sens  contraire 
à  la  force  accélératrice  qui  produirait  le  mouvement  de 
l'origine,  et  égale  au  produit  de  cette  force  par  la  masse  du 
svstème.  Il  est  donc  nécessaire  et  suffisant  que  celte  der- 
nière force  soit  nulle,  pour  que  les  autres  soient  en  équi- 
libre. Dans  ce  cas,  l'origine  a  un  mouvement  rectiligne  uni- 
forme, entièrement  arbitraire.  On  obtient  ainsi  la  propo- 
sition suivante  : 

Lorsque  les  forces  appliquées  à  un  système  libre  s'y 
détruisent  lorsqu  il  devient  rigide,  le  principe  de  la  con- 
servation des  moments  a  lieu  dans  le  mouvement  relatif 
à  tout  système  f l'axes  qui  se  meuvent  parallèlement  à 
eux-mêmes^  de  manière  que  leur  point  de  rencontre  ait 
un  mouvement  quelconque  rectiligne  et  uniforme. 

Le  centre  de  gravité  du  système  ayant,  d'après  l'hypo- 
thèse, un  mouvement  rectiligne  uniforme,  il  s'ensuit  que  le 
principe  a  lieu   [)0ur  un  système  d'axes  de  directions  con- 
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slanles  et  dont  rorigine  coïncide  constamment  avec  le 
centre  de  gravité  du  svstème. 

Le  même  piùncipe  aura  encore  lieu  lorsque  la  résultante 
des  forces  jQctives,  au  lieu  d  être  nulle,  passera  constam- 
ment par  l'origine;  ce  qui  exige  que  la  droite  menée  par 
le  centre  de  gravité  du  svstème,  parallèlement  à  la  Ibrce 
accélératrice  de  l'origine,  passe  toujours  par  cette  origine 
même. 

On  peut  donc  énoncer  cette  seconde  proposition  : 

Le  principe  de  la  conservation  des  moments  a  lieu, 
dans  le  mouvement  relatifs  lorsque  les  axes  se  déplacent 
parallèlement  à  eux-mêmes^  et  que  la  force  qui  produi- 
rait le  mouvement  de  l'origine  passe  constamment  par 
le  centre  de  gravité  du  système. 

Ce  principe  a  donc  lieu  dans  le  cas  particulier  où  Tori- 
gine  a  un  mouvement  arbitraire  sur  la  droite  que  décrit 
le  centre  de  gravité. 

Cette  dernière  proposition  renferme,  comme  cas  très 
particulier,  une  des  précédentes,  où  l'on  supposait  ipie 
lorigine  était  au  centre  de  gravité  lui-même. 

On  peut  remai-quer  que  le  principe  démontré  dans  ce 
numéro  renferme  celui  du  numéro  précédent.  Il  suffit, 
pour  l'obtenir,  de  supposer  nulle  la  Ibrce  dirigée  vers  le 
centre  de  gravité. 

269.  Cas  oii  le  moment  a  la  même  valeur  que  si  f  ori- 
gine était  immobile.  —  Les  deux  propositions  j»récédenles 
se  rapportent  seulenienl  à  l'invariabilité  des  monienls  rela- 
tifs ;  mais  on  pourrait  ajouter  encore  la  condition  tpie  ces 
moments  fussent  les  mêmes  que  si  l'origine  resl.iil  en 
repos.  VoNons  s'il  est  possible  d'y  satisfaire. 

Prenons  pour  axes  fixes  des  x,  >',  -  une  des  |)osilions  dos 
axes  mobiles;  soient  a,  6,  y  les  coordonnées  de  l'origine 
mobile,  à  une  épo(|ue  (pielcompie.  La  somme  des  moments, 
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par  rappoil  à  l'ave  des  x,  sera 

La  S(>nini(^  des  moments  relatifs  à  Taxe  mobile  parallèle  nii 
précédent  sera 

On  aura  de  même  les  moments    relatifs   aux  deux  autres 
axes,  fixes  ou  mobiles. 

Or,  si  l'on  désigne  par  ^,,  ),,  5,  les  coordonnées  du 
centre  de  gravité,  et  |)ar  M  la  masse  totale  du  système,  la 
différence  des  expressions  [a)  et  (6)  se  réduit  à 

\^  dt       •      cU)  \  '    dt  dl  )  \    dt        '   (Il 

11   s'ensuit  fpie,   pour  que  les  deux  expressions  (cy)  et  (// 
soient  égales,  il  faut  que  l'on  ait 

r/ê  d'(  dvi       f,  dz^  d-;  d^j 

"^Tn^'^^TTù'^^^  'dt        ''  'dt  ~^  '' dt  ~~  '  dt  ^  ^' 

Or,  on  satisfera  d'une  manière  particulière  à  celte  équation 
en  posant  séparément 


Zy  —, >'i  —r  :=  o,     Y  -^, CI  —r-  =^  o,     o  — V  — p  =  o, 

lit      •      dt         '      '  dt  dt  '        dt        •  dt         ' 


ou 


^Vi  '.  Zi  y.  dZl  r/-',      fj  y;  y.  dy\  \  dz\ ,      6  !  y  !  I  rfô  :  r/y. 


En  faisant  de  même  pour  les  deux  autres  axes,  on  volt 
qu'on  satisfera  à  toutes  les  conditions  en  posant 

a  :  6  :  Y  :  :  d-x.  :  r/o  :  d-r  :  :  dr^  :  dji\  :  dzi  :  :  .r,  :  y  y  : .:,, 

ce  qui  exige  seulement  que  le  centre  de  gravité  et  l'origine 
se  meuvent  sur  une  même  droite  passant  par  le  point  f|ui  a 
été  pris  pour  origine  fixe. 

Duii.  —  Meth.  IV.  j'i 
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On  obtient  ainsi  la  proposition  suivante  : 

Lor.<;qiie  Vorifrine  se  meut  cVune  manière  quelconque 
sur  bi  droite  décrite  par  le  centre  de  gravité  du  système, 
les  moments  relatifs  ont  la  même  valeur  que  si  cette  ori- 
gine restait  fixe. 

On  en  déduit,  comme  cas  particulier,  cette  autre  propo- 
sition : 

Les  moments  relatifs  à  des  axes  de  directions  con- 
stantes qui  se  meuvent  et  se  coupent  au  centre  de  gra- 
vité^ sont  les  mêmes  c/ue  si  ces  axes  restaient  immobiles 
dans  une  quelconque  de  leurs  positions. 

270.  Conservation  des  aires.  —  Les  équations  (3)  peu- 
vent être  envisagées  sous  un  autre  point  de  vue,  et  démon- 
trent une  propriété  géométrique  remarquable  du  mouve- 
ment en  question.  En  clTct,  si  Ton  considère  laire  conif|ue 
décrite  par  le  ravon  vecteur  mené  de  lorigincau  poiul  ilonl 
les  coordonnées  sont  x,y^  s,  elle  se  projette  sur  les  plans 
coordonnés  suivant  les  aires  décrites  par  les  projections  de 
ce  rayon  et  dont  nous  allons  calculer  les  expressions. 

Soit  0  l'angle  formé  avec  l'axe  des  y  positifs  par  la  pro- 
jection ;•  du  ravon  vecteur  sur  le  plan  \Z,  et  qui  tourne 
de  l'axe  des  y  positifs  vers  l'axe  des  z  positifs,  ce  qui  est 
le    sens    direct  par  rapj^ort  à  l'axe  des  .r  positifs  ;  on  aura 

tango  =  ->  les  signes  de  toutes  les   qu.uililés  étant   pris  df 

la  maniire  ordinaire. 

On  lire  de  cette  équation 

f/0     _    vdz  '-  zdy 
cc)s-0  >•*  ' 

et,  comme j':     /'cosO,  «>i»  aura 

r'dfi-   ydz        zdy. 

Donc  y<lz-     zdv  est  le  double  de  la  diUVivuliol!»'  de  l'air»- 
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décrite  par  le  rayon  /■;  elle  est  de  môme  sif;ne  que  c/O,  cl 
par  conséquent,  positive  quand  le  niouvemcnl  csL  direct,  cl 
néi;ative  (juand  il  est  rétrograde. 

Or,  si  l'axe  de  Taire  plane  infiniment  petite,  décrite  dans 
Tespace,  l'ail  un  angle  aigu  avec  l'axe  des  Xj  la  projection 
du  ravon  vecteur  sur  le  plan  YZ,  qui  est  d'ailleurs  un  plan 
quelconcpuî,  aura  un  mouvement  direct;  et  si  Tangle  est 
obtus,  ce  mouvement  sera  rétrograde  :  donc  )<:/;^ —  :;<r/)esi 
éi^al,  en  grandeur  et  en  signe,  an  double  de  l'aire  infuii- 
menl  petite  décrite  dans  l'espace,  multipliée  par  le  cosinus 
de  l'angle  formé  par  l'axe  de  celte  aire  avec  Taxe  des  a"  j)o- 
silil's. 

Cela  posé,  si  Ton  désigne  par  a,  }/,  À"  les  sommes  des 
aires  décrites  j)ar  les  j)roiections  des  rayons  vecteurs  sur  les 
plans  coordonnés,  et  multipliées  chacune  par  la  masse  du 
point  correspondant,  les  équations  (3)  pourront  être  mises 
sous  la  forme 


ca_  (ir        ,       ^/' 

dt  "''  ""'     'dt'^^  '       dl 


X  -^^  et,       V  =^  C'I,       1"  ■:-'■:  c"i, 


en  estimant  les  aires  à  partir  de  t  -  -  o. 

Ainsi,  lorsque  les  points  d'un  système  libre  ne  sont  S(ni- 
niis  qu'à  leurs  actions  mutuelles,  ce  qui  comprend  les  chocs 
entre  les  divers  points  du  système;  et,  plus  généralement, 
lorsqu'ils  sont  soumis  à  des  forces  qui  seraient  en  équilibre 
sur  le  système  devenu  rigide,  et  lié  invariablement  à  l'ori- 
gine, ce  qui  comprend  le  cas  de  f(jrces  quelconrpies  dirigées 
vers  l'origine;  la  somme  des  projections  sur  un  plan  quel- 
conque des  aires  décrites  par  les  rayons  vecteurs  de  tous  les 
points,  multipliées  respectivement  par  les  masses  de  ces 
points,  est  pro])orlionnelle  au  temps,  pourvu  que  l'on  re- 
garde comme  positives  les  aires  décrites  d'un  mouvement 
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direct,  et  comme  négatives  celles  qui  sont  décrites  d'un 
niouvcmeiit  rétrograde.  C'est  en  cela  que  consiste  le  prin- 
cipe (le  la  conservation  des  aires.  On  voit  qu'il  ne  diflère 
que  par  la  forme  du  principe  de  la  conservation  des  mo- 
ments. 

271.  S'il  v  avait  deu\  centres  d'action,  lors  même  (juc 
l'un  d'eux  serait  pris  pour  origine,  les  seconds  membres 
des  équations  (  i  )  ne  seraient  plus  nuls.  Mais  l'un  d'eux  dis- 
paraîtra si  l'on  prend  pour  axe  des  :;  la  droite  f[ui  passe  par 
les  deux  centres  fixes;  car  on  aura 

X:Y::j":)',    ou    x\  -  )Xi^o. 

Donc,  dans  ce  cas,  le  piincipe  a  lieu  seulement  pour  les 
projections  sur  un  plan  perpendiculaire  à  la  droite  ([ui  jt>inl 
les  deux  centres  d'action;  et  les  couples  provenant  des 
(iiiantilcs  de  monvcincnl  du  svstème,  décomposés  suivant 
les  trois  axes,  donneraient  un  couple  constant  suivant  l'axe 
qui  passe  par  ces  deux  points. 

272.  Plan  invariable.  —  Si  l'on  cherche  le  plan  sur 
Icfuiol  la  somme  dos  projections  des  aires  multipliées  par 
les  masses  est  la  [)lus  grande,  on  trouve,  d'après  les  théo- 
rèmes démontrés  dans  les  éléments,  (pie  les  cosinus  des 
angles  />,  </,  /•  que  la  direction  de  son  axe  forme  avec  les 
axes  de  coordonnées,  sont 
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La  direclion  de  ce  plan  est  donc  indépendante  du  temps,  et 
Laplace,  qui  Ta  reconnu  le  premier,  lui  a  donné  le  nom  de 
p/an  invariable.  Les  équations  (3)  montrent  qu'on  pourra 
le  déterminer  si,  à  un  certain  instant,  on  connaît  les  masses 
dos  diflTérents  points  dusvstème,  leurs  positions  et  les  com- 
posantes de  leurs  vitesses.  Les  actions  mutuelles  dos  points 
et  les  chocs  qui  peuvent  survenir  entre  eux  ne  changent 
])as  la  direction  du  plan  invariable,  puisque  les  seconds 
membres  des  équations  ne  cessent  pas  d'être  nuls.  Il  en  est 
de  même  s'il  y  a  un  centre  fixe  d'action,  ou  un  point  fixe, 
pourvu  qu'on  le  prenne  pour  origine. 

On  voit  que  ce  plan  n'est  autre  chose  que  celui  du  couple 
lésultanl  des  quantités  de  mouvement;  et  toutes  les  pro- 
positions qui  ont  été  établies  pour  ce  dernier  s'applique- 
ront identiquement  à  l'autre.  Nous  nous  dispenserons  de 
les  rappeler,  et  nous  renverrons  pour  beaucoup  d'autres 
détails  intéressants  aux  Traités  spéciaux,  et  surtout  aux 
Ouvrages  de  M.  Poinsot. 

273.  Application  au  srstènic  du  monde.  —  En  consi- 
dérant le  soleil,  les  planètes  et  les  satellites  comme  solli- 
cités seulement  par  leurs  actions  jnutuelles,  le  centre  de 
gravité  de  ce  s\slème  se  meut  uniformément  en  ligne  droite, 
avec  une  vitesse  qui  dépend  de  celles  qui  ont  été  imprimées 
à  tous  ces  corps,  lorsqu'ils  ont  été  abandonnés  à  eux-mêmes. 
Comme  nous  ne  connaissons  aucun  point  fixe,  si  nous  vou- 
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Ions  prendre  une  origine  des  aires  (jiii  donne  pour  le  plan 
du  maximum  des  aires  une  direction  invariable,  il  iaul 
choisir  un  point  qui  se  meuve  parallèlement  à  la  droite 
que  décrit  le  centre  de  gravité;  et  comme  cette  droite  n'est 
pas  connue,  il  faudra  choisir  le  centre  de  gravité  lui-même. 
Le  plan  du  couple  résultant  des  quantités  du  mouvemenl 
relatives,  ou,  en  d'autres  ternies,  celui  du  maxiniuni  drs 
aires  relatives,  pourra  se  déterminer  à  une  époque  quel- 
conque; et  comme  il  sera  toujours  le  même,  si  l'on  y  rap- 
porte tous  les  points  du  système,  il  pourra  servir  à  com- 
parer les  observations  astronomiques  faites  aux  époques  les 
plus  éloignées. 

Il  est  bon  de  remartjuer  que  ce  plan,  étant  indépendant 
de  la  grandeur  des  actions  mutuelles,  ne  changerait  pas, 
lors  même  que  la  loi  d'attraction  de  la  matière  varierait  : 
il  est  aussi  indépendant  des  changements  qui  peuvent  sur- 
N<'nir  dans  la  ligure  des  corps  célestes,  parce  qu'ils  pro- 
viendront toujours  de  forces  égales  deux  à  deux  et  de  sens 
contraire.  Les  parties  liquides  ou  ga/.euses  pourraient  se 
lier  invariablement  à  la  jiartie  solide  d'une  planète;  les 
planètes  pounaicui  se  lier  entre  elles  ou  se  choquer  d'un(> 
manière  quelcon(pie;  elles  pourraient  être  brisées  par  des 
explosions,  sans  (pie  ce  plan  fût  dérangé. 

Il  resterait  encore  le  même  si  l'on  supposait  tous  les 
corj)s  du  système  sollicités  par  des  forces  parallèles  et  jiro- 
p()rtionnelles  aux  masses;  car  les  mouvements  rapptu-tt''> 
à  trois  axes  menés  par  le  centre  de  gravité  dans  des  direc- 
tions constantes,  ne  seraient  pas  altérés  ;  et.  par  eonst^pieiil . 
h"s  aires  projrtt'-es  sur  ces  plans  resleiMirnl   les  nièiues. 


EQiVTioN  i)i:s  loiicrs  vives. 


271.   (!elle  équation  snbliriit   en  eonsidt'raiil  un  tléplace- 
ninil   sirluel  particulier,  (pii  n'est   pas  toujtHirs  compatible 


CHAPITRE    XIX.  Sji 

avec  les  liaisons  du  svslcmc.  C/cst  celui  <|ui  coïnciderait 
avec  le  déplacement  qui  sopère  pendant  un  tenijis  infini- 
ment petit,  dans  le  mouvement  réel  de  ce  svslème. 

Pour  reconnaître  quand  ce  déplacenienl  virtuel  est  per- 
mis, soit  L  =  o  une  des  équations  de  condition  données. 
Les  déplacements  virtuels  satisferont  à  l'équation 

dL  ^  clL  ^         dL  ^  dL  ^   , 

-j—  <jX  -\ r-  Ô>'  -h    -7-  fjZ  -f-    -7-7  0J7    -i-  .  .  .  —  O, 

dx  dy    '  dz  dx 

et  lors  même  que  L  renfermerait  la  variable  t  implicite- 
ment, on  ne  la  ferait  pas  varier  dans  celle  équation,  puisque 
les  déplacements  virtuels  se  rapportent  au  même  instant. 
Si  maintenant  on  désigne  par  dx,  d\\,  dz,..  ,  les 
accroissements  infinimenl  j)etits  que  prennent  les  coordon- 
nées pendant  le  temps  d(  dans  le  mouvement  cITectif  du 
svslème,  l'équation  L  =  o  devant  constamment  être  satis- 
faite, l'accroissement  de  son  premier  membre,  après  le 
temps  dt,  doit  être  nul,  ce  qui  donne,  en  supposant,  pour 
plus  de  généralité,  que  la  variable  t  y  entre  explicitement, 

d\.   ,        dL  ^         dL   ,         dL  ,         dL   ,  , 

— r-  dt  ~ — ;—  dx  H — ;—  dy  -f — j-  dz  H — j—,  dx  -.-...   —  o. 

(/(  dx  dy    -  dz  dx' 

Or  ces  deux  équations  seraient  contradictoires  si  Ton 
prenait 

Zx  =-  dx,     oy  '-=.  dy,     Zz  ^=r  dz.  .  . .  , 

.   ,.  d]. 

et   celte  équation  ne  sera  permise  que   si  1  on  a  -r-  =  o, 

(piel  que  soit  t.  D'où  l'on  conclut  qu'on  peut  prendre  pour 
déplacement  virtuel  le  déplacement  infiniment  petit  que 
subissent  en  même  temps  les  points  du  système,  en  conti- 
nuant leur  mouvement,  dans  le  cas  seulement  où  aucune 
des  équations  de  condition  ne  renferme  le  temps  dune 
manière  explicite. 
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Supposons  donc  qu'il  en    soit  ainsi,  et,  dans  réf|ualion 
générale 

faisons 

cix  m  dx,     Zy  =r  dy,     oz  —  dz, 
il  vient 

Or  le  premier  membre  est  la  moitié  de  la  dilTércnlielle  de 

V/.r-       dy-       dz-\  ,         v^ 

nu'-, 


\^         dx-       dy-       dz-\  ,         v^ 

7  '"    —TV  H TV  -■ rz        ou  de        > 

V  désignant  la  vitesse  du  point  dont  la  masse  est  m:  et  par 
conséquent  l'équation  précédente  peut  s'écrire  ainsi  : 

(  1  )  ~  d^  nii-  rr-  2  (  X  dx  -r-  Y  dj  ~^Zdz). 

Elle  montre  que  l'accroissemc/it  de  la  denu-somme 
des  forces  i-n'cs  de  tous  les  points  dans  un  intervalle  de 
ten}ps  injîn  inien  t  petit ,  est  égala  la  somme  algébrique  des 
quantités  de  t  rai-ail  des  forces  données,  développées 
dans  ce  niénic  intervalle. 

27o.   Lorsque  l'expression  %   \\dx  ~-  V  dy  --  'Ldz)  est 

la  diflcM-entielIc  exacte  d'une  fonction  o  do  .r.  )■,  z,  x',  v'. 
z\ .  .  . ,  considérées  comme  variables  indépendantes,  on 
pourra  inh'j;rer  les  deux  im  inltres  de  J'cMpiiil  ion  piéct'dciile, 
etitrc  deux  époques  (pielcompies,  cl  Ton  aura 

(^)  ^Zà"'^'  ~  i51""'o       ^(■^'..>'. -,'*•',•••) -?(.i\.,.Vo,Co..r;,...). 
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Ainsi,  dans  ce  cas,  l'accroissement  de  force  vive  peul  se 
déterminer  dès  que  Ton  connaît  les  positions  de  tous  les 
points,  aux  deux  époques  que  l'on  considère;  et,  toutes  les 
lois  que  le  système  repassera  par  une  même  position,  la 
soin  me  des  forces  vives  reviendra  la  même. 

Si  les  forces  X,  Y.  Z  sont  nulles,  le  second  membre  de 
I  équation  (2)  est  nul,  et  la  somme  des  forces  vives  est 
constante.  C'est  en  cela  que  consiste  le  principe  de  la 
conse/i(flio/i  des  forces  iu\cs. 

276.  Si  tous  les  points  du  svslème  sont  soumis  à  Taclion 
seule  de  la  pesanteur,  on  aura 

X  nn:  O,       Y  =^  O,       Z  =r-  —  i,'-  t/m , 

en  prenant  Taxe  des  z  positifs  en  sens  conlraire  de  la  pesan- 
leiir.  L"é(|uation  des  forces  vives  deviendra  donc,  en  dési- 
f;nant  par  ;,  le  ;  du  centre  de  gravité  du  système,  cl  par  JM 
sa  masse  totale 

La  somme  des  forces  vives  ne  dépendra  donc  que  de  la 
luiulcur  du  centre  de  gravité  du  système;  et  elle  redevien- 
dra la  même  toutes  les  fois  que  ce  point  repassera  par  le 
même  plan  horizontal. 

277.  Lorsque  ce  système  passe  par  une  position  où  d 
serait  en  équilibre  si  ses  points  n'avaient  aucune  vitesse,  on 
a  alors 

^  /«  (  X  OvC  -i-  Y  ov  H-  Z  S^  )  r=  o 

jioui-  tous  les  délpacemenls  virtuels.  Et,  comme  on  peul 
prendre 

Zx  =z  dx,     oy  =  (/>',     oz  =-  dz, 
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il  s'ensuit 

et,  par  conséquent,  le  second  membre  de  l'équation  (2), 
a\anl  sa  difFérenlicllc  nulle,  sera,  en  général,  maximum  ou 
minimum  relativement  à  toutes  les  valeurs  par  lesquelles  il 
passe  successivement.  Ainsi,  la  somme  des  forces  vives  du 
système  obtient  ses  valeurs  maxima  ou  uiininia,  lorsque  le 
svslème  passe  par  des  positions  où  il  serait  en  équilibre,  si 
ses  points  v  étaient  placés  sans  vitesse. 

278.  Nous  allons  démontrer  maintenant  que  l'expres- 
sion 

y  \\ilx   -\(/y  ^Zdz) 

est  une  diflrérentielle  exacte  quand  les  forces  que  l'on  y 
considère  sont  des  actions  mutuelles  entre  les  points  du 
système,  proportionnelles  aux  masses  de  ces  points,  et  dé- 
pendant de  leurs  distances  seulement. 

En  elTet,  soient  a:,  j',  z,  x  ,  >',  z'  les  coordonnées  de 
deux  points  dont  les  masses  sont  /«,  m  ,  et  dont  la  distance 
est  y*.  Leur  action  nuiluello  aura  pour  expression /;//»' F, 
F  désignant  une  lonction  dey  seulement,  et  les  trois  com- 
posantes de  l'action  exercée  par  m'  sur  iv  siMont.  eu  la 
supposant  altracti\<\ 

P.v'   -Y  .-     -  -- 

J  J 

et  les  termes  provenant  de  ces  composantes  dans 

V,\,/,i    ,.  \  ,/,    .-7.dz\ 
seront 

,.Ax'       x)dsr  ^-  (  y'    -  r)dY  -^  (z'  —  z)dz 

m  1)1    1- : j: : 

/ 
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Los  Icrinos  provenant  des  composantes  de  Taclion  de  m  sur 
///  seront 

_  (.r  —  .v')d.r'    -  (  )•  -  y'  )(h'  ^  (  :■    -  z')c/z' 
m  m  v : -. '■ ^ > 

et,  si  on  les  réunit,  on  a 

,,,i.v  —  x'){dx  —  da;')-^{y  ~r')(dy  —  dr')-^(:.  —  z'){dz  —  (iz') 

'Il  iti  \-  . : : '—:■ : 

ce  qui  se  réduit  à  —  nim'F  df,  en  ayant  égard  à  l'équation 

(^  -  ^'T-  --  0"  -yy  -^-  {^-  -  ^'Y-  ^--p' 

On  aurait  trouvé  —  wi/n' F  rZ/dans  le  cas  d'une  action  ré- 
|nilsive.  Ainsi,  tous  les  termes  provenant  des  actions  inu- 
luelles  des  points  seront  des  différentielles  exactes,  quand 
ces  actions  ne  dépendront  que  de  la  distance  et  seront  pro- 
portionnelles aux  masses;  et  généralement  quand  elles 
seront  égales  et  opposées. 

Nous  avons  démontré  précédemment  qu'il  en  était  de 
même  pour  toutes  les  forces  agissant  vers  des  centres  ilxes, 
pioporlionnellement  à  une  fonction  de  la  distance  seule- 
ment. 

Mais  le  théorème  n'aurait  plus  lieu  s'il  existait  des  rési- 
stances de  milieux  ou  de  irottement  :  les  forces  X,  ^,  Z 
dépendraient  alors,  soit  des  composantes  de  la  vitesse,  soit 
de  la  pression  contre  les  surfaces  ou  les  lignes  qui  produi- 
sent le  Irottement,  et 

^i\dx    -\dy   ~7.dz) 

ne  serait  plus  une  diff'érentiellc  exacte. 

On  observera  que  la  diff'érentielle —  m  m'Vdf,  qui  se  rap- 
porte aux  attractions  mutuelles,  est  négative  si  c//"  est  positif, 
et  j)ositive  si  df  est  négatif.  Donc  les  attractions  mutuelles 
donnent  un  accroissement  dans  la  somme  des  forces  vives 
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quand  les  points  se  rapprochent,  et  une  diinlnulion  quand 
ils  s'éloignent.  De  même,  si  les  actions  sont  ré|Hilsives,  la 
somme  des  forces  vives  croîtra  si  les  points  s'éloignent,  et 
décroîtra  s  ils  se  rapprochent. 

279.  La  somme  des  forces  vives  n'est  pas  altérée  par  le 
choc  des  |)oints  du  svstème  entre  eux,  lorsque  les  corps  qui 
se  choquent  repassent  après  la  compression  par  les  mêmes 
états  que  pendant  qu'elle  s'opérait,  et  que  la  force  répul- 
sive qu'ils  exercent  l'un  sur  l'autre  est  la  même  pour  les 
états  semhlables;  car  alors  on  a  des  actions  mutuelles  qui  ne 
dépendent  que  des  dislances  des  points  entre  lesquels  elles 
ont  lieu. 

Mais  il  n'en  est  plus  de  même,  comme  nous  allons  le  voir, 
(juand  les  corps  qui  se  choquent  ne  satisfont  plus  à  cette 
condition,  c'esl-à-dire  quand  ils  ne  sont  \A\is  parfaitement 
élastiques. 

280.  Perte  de  forces  vi^es  produite  par  le  choc.  — Sup- 
posons que  les  corps  qui  se  choquent  soient  entièrement 
dénués  d'élasticité,  et  désignons  par  at,  6,  c  les  composantes 
de  la  vitesse  du  point  quelconque  /«avant  le  choc,  et  par  A, 
13,  G  leurs  valeurs  après  le  choc  qui  a  lieu  entre  des  parties 
(juelconqucs  du  svstème. 

D'après  le  principe  de  d'AIcrnix-rl,  (jue  nous  avons  dé- 
montré applicable  aux  forces  inslanlanéos,  il  devra  v  avoir 
équilibre  entre  les  forces  de  choc,  qui  sont  deux  à  deux 
égales  et  directement  opposées,  et  celles  tlont  des  compo- 
santes seraient  r\priiu(''cs  pour  <-li;iqMC  point  par 

.   (l.v  .  (Iv  .  dz 

1)1  \—r-,      -    ml-j-f      — //jA-7-, 
dt  dt  dl 

4»u,  d'après  les  nolalions  pi'écédcntes,  par 

in{a       A),     Di^b  ~    H),     in{c       C). 
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Or,  en  appli(juanl  le  ])rincipc  des  vitesses  virtuelles,  on 
obtiendra  une  équation  indépendante  des  rorces  inconnues 
(jue  produit  le  choc,  si  l'on  [)rend  pour  déplacement  virtuel 
celui  qui  s'opérera  réellement  après  que  le  choc  sera  ter- 
miné. En  efTet,  les  corps  (fesseront  d'agir  l'un  sur  l'autre 
lorsque  leur  vitesse  sera  devenue  la  même  dans  le  sens  de 
la  normale  commune;  donc  alors  les  moments  virtuels  des 
deux  forces  égales  et  contraires  seront  égaux  et  de  signes 
différents;  il  est  donc  inutile  d'v  avoir  égard  dans  la  somme 
totale,  et  Ton  aura  l'équalion 

^/u  [{a-  \)djc  4-  (6  -  13)  d[x  -\-{c  —  C)d:.]  =  o. 

Or 

(Ix  :=  A  (/t,     dy  =  Bdt,     dz  --=-  C  dl  ; 
donc 

y ,;,  (,, A  _^  ^,B  ^  cC  -  A^  —  W  —  C-)  ^-  o. 

a-  -\-  b-  4-  c'-  :=  v\         A^  -+-  B2  -i-  C-^  —  V-, 
(«  —  A)- -T- (6  ^  B)- 4- (c  ^  G)2  z^  (v^-, 

\        1  T>          n        c-  -h  V-  -^  w- 
a  A  -H  6  B  -h  c  C  -=: , 


Soient 


réf[uation  précédente  devient  alors 

^//«(c-  —  V-  —  <V-)-rO,       ou         7  //Jt-  —    7  /«  V- =r  \  «MV-; 

ce  qui  prouve  qu'il  y  a  une  perte  de  force  vive,  égale  à  la 
somme  des  forces  vives  relatives  aux  vitesses  perdues.  Cette 
proposition  est  connue  sous  le  nom  de  théorème  de  Carnot. 
L'auteur  l'a  étendu  au  cas  où  les  corps  qui  se  choquent 
ont  un  degré  quelconque  d'élasticité;  mais  la  difficulté  de 
connaître  exactement  ce  degré  en  rend  l'emploi  presque 
impossible,  dans  l'état  actuel  de  la  science.  Pour  cpi'on  en 
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put  faire  usage  avec  quelque  confiance,  il  faudrait  faire 
de  nombreuses  expériences,  dont  on  ne  s'est  pas  encore 
occupé. 

La  perle  de  forces  vives  étant   7  /;m\- dans  le  cas  de  corps 

sans  élasticité,  si  l'on  considère  le  système  immédiatement 
avant  et  après  le  choc,  les  points  n'ont  pas  changé  sensible- 
ment de  position.  En  désignant  donc  par  x,j',  z,  x'.. . .  , 
les  coordonnées  de  ces  points,  au  moment  où  les  corps 
viennent  en  contact,  l'équation  (2)  deviendra,  en  a\ant 
égard  à  la  perte  instantanée  de  forces  vives, 

/        =  ?(-^"-.'-  -•^^•'-  •  •  •)  —  ?(^"o,/o,  ~-o,'J^Ô-  •  ■  ■  )  —  "2 '""■'• 

Les  équations  [2)  et  (3)  sont  très  utiles  dans  le  calcul 
de  l'elfel  des  machines.  Nous  nous  bornerons  à  en  indiquer 
cette  application,  dans  les  détails  de  laquelle  nous  ne  j)ou- 
vons  entrer. 

281.  L  équation  (2)  prend  une  Ibrme  reniarcpiable  (juand 
on  V  introduit  les  vitesses  des  points  par  rapport  au  eentrr 
de  gravité  du  svstème. 

En  elVet,  soient  .r,  >',  z  les  coordonnées  (.l'un  (pielconqui- 
de  ces  points  par  rapporta  des  axes  (ixes;  ;,  t;,  Z  celles  du 
même  point  par  rapport  au  centre  de  gravité  :  on  aura 
x  — -.r,  -;-  ;,       )•        Vi  -;-  r,,      -  '      "i    -  ,; 

el.  par  ^nite, 

'/.r?      </>?      fh-i      dV-      ih;-      ,n- 
di^   ■    dt^  "^  di^  ^  dt-  '^  T/T»  "^  d? 

(/.Il  dl        dvx  di\        dzi  tf!^  . 


dt    dt        dt   dt  ~^   dt    dt 


Si  l'on  désigne  p.ir  v    la  \ilcsse  ilu  centre  di'graNilé,  par  \ 
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les  vitesses  dans  le  mouvement  j)ar  rapport  au  centre  de 
gravité,  et  (jue  Ton  ol)serve  »pie  l'on  a 

sr^      (il  v'      (Ir\  v^      ^^^ 

>  m  -^  --  o,       7  m  —r'  --r-  o,       >  m  -rz=z  o, 

on  obtiendra,  en  représentant  [)ar  M  la  masse  totale  du 
système, 

(  'i  )  >  />i\-        >  /n\'-  -':-  M  J-. 

L'équation  (2)  donne  ainsi 

282.  On  peut  encore  faire,  au  sujet  du  centre  de  yrasilé, 
une  remarque  qui  est  souvent  utile.  Le  mouvement  de  ce 
point  étant  le  même  que  si  toute  la  masse  v  était  réunie,  et 
(pie  toutes  les  forces  v  Tussent  transportées  parallèlement  à 
elles-mêmes,  on  obtiendra  des  propriétés  du  mouvement 
du  centre  de  gravité  d'un  s\stème  au  moxen  des  propriétés 
du  mouvement  d'un  point  matériel  sollicité  par  des  forces 
données. 

En  considérant  en  j)articulier  l'éipiation  relative  à  la 
force  vive  d'un  point  matériel,  et  employant  les  mêmes  no- 
tations que  ci-dessus,  on  olilicndra 

(5)  -c/.M-jV-=r/a-iyX     -f/r,  y  Y  --,/c,  Vz, 

équation  fpii  peut  servir,  dans  bien  des  cas,  à  donner  im- 
médiatement l'expression  de  la  vitesse  v  du  centre  de  gra- 
vité. Nous  allons  en  faire  usage  ici  pour  démontrer  une 
propriété  remarquable  du  centre  de  gravité  d'un  système. 

L'équation  (  r  )  donne,  en  y  remplaçant  2,  ''*''"  1*'^'^  sa  va- 
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leur,  tirée  de  l'équation  (  \), 


:■). 


-(/.ym\'--^d.Mj-^^{\ djc  -  Y dv   -  Z de 

Or,  si  l'on  désigne  par  ;,  r,,  Z  les  coordonnées  par  rap- 
port à  des  axes  parallèles  à  ceux  des  ^,  v,  s,  et  passant  par 
le  centre  de  srravité  du  système,  on  aura 

J"  1=  J"l  -r-  ;,      y  =  J>'i  -r-  T,,      az  ^:  «,  -f-  >,, 

et,  par  suite, 

djT  r=  djCi  -r-  cfij       dv  rzr  <f  V,  -r-  ^T,,       (^-  =  «7-,  -^  rf^, 

et    l'équation    précédente    devient,    en    vertu    de    l'équa- 
tion (5), 

'-d.  ^ni\-  ^^{\d\-r-  Ydr,  -^Zdl), 

c'est-à-dire  que  l'équation  des  forces  vives  a  lieu,  jiar  rap- 
port au  centre  de  gravité,  comme  si  c'était  un  point  fixe. 

283.  Equalioii  des  forces  vïkcs  dans  le  mouvement 
relatif.  —  Considérons  maintenant  le  mouvement  du  svs- 
lème  par  rapport  à  des  axes  mobiles .  Ce  mouvement  est 
identique  à  un  certain  mouvement  absolu  que  prendrait  le 
système,  sous  les  conditions  définies  dans  le  n"  2o4,  et  nous 
pouvons  appliquer  à  ce  dernier  ce  (pii  vient  d'être  démontré 
pour  tout  mouvement  absolu. 

Ainsi  d'abord,  lorsque  les  équations  de  condition  ne  ren- 
fi'rnieront  pas  explicitement  le  temps,  l'accroissement  de 
la  drmi-somme  des  forces  viics  relatives,  dans  un  temps 
infiniment  petit,  sera  égal  et  la  somme  des  quantités  de 
travail  des  forces  relatives  dans  le  même  intervalle. 

Rappelons-nous  maintenant  <pic  les  lorces  relatives  se 
romposcnt  des  forces  ilonnées  et  des  forces  fictives.  Ces 
«lernicrcs  consistent  d'abord   dans  les  forces  d'Inertie  qui 
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seraient  développées  par  chaque  point  du  svstème,  si  on 
le  liait  aux  axes  mobiles,  et  ensuite  à  des  forces  perpendi- 
culaires aux  vitesses  relatives,  et  dont  le  travail  est,  par  con- 
séquent, nul. 

D'où  l'on  voit  que  l'équation  des  forces  vives  a  lieu 
(Itffis  le  mouvement  relatif,  pourvu  que  l'on  joigne  aux 
forces  données  les  forces  d'inertie  de  chaque  point,  sup- 
posé lié  aux  axes  mobiles,  à  l'instant  que  l'on  considère; 
ou,  d'après  les  dénominations  employées  par  M.  Goriolis, 
pourvu  que  l'on  joigne  aux  forces  données  des  forces 
égales  et  opposées  aux  forces  d'entraînement  pour  chacun 
des  points  du  système. 

Toutes  les  propositions  que  nous  avons  établies  sur  les 
forces  vives  dans  le  mouvement  absolu  se  trouvent  donc 
applicables  au  mouvement  relatif,  au  moyen  de  l'introduc- 
tion de  ces  forces  d'inertie  fictives  ;  et  il  est  inutile  d'en 
reproduire  les  énoncés. 

A^.  B.  —  Il  ne  faut  pas  oublier  que  dans  le  mouvement 
absolu,  qui  est  identique  avec  le  mouvement  relatif,  les 
équations  de  liaison  ne  sont  autre  chose  que  les  proposées 
exprimées  au  moyen  des  coordonnées  relatives,  dans  les- 
(juelles  on  substitue  à  ces  dernières  les  coordonnées  abso- 
lues prises  dans  le  système  des  axes  fixes  que  l'on  a  choi- 
sis; que  l'état  initial,  dans  ce  s\stème,  est  identique  à  l'état 
initial  relatif  aux  axes  mobiles;  enfin,  que  les  forces,  tant 
données  que  fictives,  que  l'on  considère  dans  ce  mouve- 
ment absolu,  sont  exprimées  au  moyen  des  coordonnées 
qui  s'v  rapportent,  de  la  même  manière  que  le  sont,  au 
moven  des  coordonnées  relatives,  les  forces  réellemenl 
données  et  les  forces  fictives  considérées  dans  chaque  posi- 
tion du  svstème  proposé. 

Duu.  —  Mctli.   IV.  :'•'< 
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VPPLICATION    A    LA    STABILITÉ   DE    LÉQUILIBRE    DUN   SVSTÈME 
DE    POINTS. 

284.  L'équation  des  forces  vives  peut  être  appliquée  à 
une  question  intéressante,  celle  de  la  stabilité  de  l'équi- 
libre des  systèmes. 

Lorsqu'un  système  de  points  est  en  équilibre,  et  qu'on 
le  déplace  infiniment  peu,  d  une  manière  quelconque,  en 
l'abandonnant  ensuite  à  l'action  des  mêmes  forces,  il  arrive 
de  deux  cboses  l'une  :  ou  les  déplacements  successifs  de 
chaque  point,  par  rapport  à  sa  position  d'équilibre,  restent 
toujours  très  petits;  ou  ils  peuvent  acquérir,  au  bout  d'un 
certain  temps,  des  valeurs  finies.  On  dit,  dans  le  premier 
cas,  que  l'équilibre  est  stalile:  et,  dans  le  second,  qu'il  est 
instable. 

Gela  posé,  considérons  l'équilibre  d'un  s\stènie  de  point> 
assujettis  à  des  liaisons  quelconquesindépendantes  du  temps, 

el  telles,  que  ^^(\  dx  —  Y  dy  -\-  2. dz)  soit  la  différentielle 

exacte  d'une  fonction  ç  (a-,  >',  z,  .r',  . .  .  ). 

Nous  savons  que,  dans  la  position  d'équilibre,  cette 
fonction  sera,  en  général,  maximum  ou  minimum  relative- 
ment à  toutes  les  variables  indépendantes.  Or  nous  allons 
démontrer  que,  quand  elle  est  maxiniuin.  l'équilibre  est 
stable. 

Supposons,  en  elfel,  un  s>stème  de  points  en  équilibre, 
sous  l'action  de  forces  X,  \  ,  Z,  X' telles,  que  l'ex- 
pression 

y[\f/.i    :-  \dy  -i-  'Ldz) 

soit      la     (lilférentielle     totale      d'une     certaine     fonction 

ç(j-,  V,  c,  x\  ...),  en  considérant  les  variables  x,y.  z,x' 

coniine   indépendantes.  Kn  vertu  du  principe    des  vitesses 
virluelles,  la  dilIV-renlielle  de  la  lonclion  ;  sera    nulle   pour 
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Ions  les  déplacements  infiniincnt  petits  du  système,  qui  sa- 
listeront  aux  liaisons  auxquelles  il  est  assujetti.  Supposons 
<|ii'alors  cette  fonction  ç  soit  un  maximum  relativement  à 
toutes  les  valeurs  qu'elle  prend  dans  ces  divers  déplace- 
ments. Désignons  par  a,  t,  c,  a', . . .  les  valeurs  de  x,  y,  z, 
./•',.  .  .,  dans  la  position  d"équilii)re  ;  déplaçons  chacun  des 
points  de  quantités  extrêmement  petites,  eteommuniquons- 
Nmii-  des  vitesses  très  petites;  il  s'agit  de  démontrer  que  le 
dérangement  du  système  restera  toujours  très  petit,  et  que, 
par  conséquent,  l'équilibre  sera  stable. 

En  effet,  posons 

r  ^=a  ^  II,      Y^^b  —  k,      z  =  c -+- 1,      .r'^a'-hh',   ..., 

<L  désignons  par  v^^  p'o, ...  les  vitesses  très  petites  que  l'on  a 
communiquées  aux  différents  points;  l'équation  des  forces 
\  ives  deviendra 

\  -^^nn- ^'"'0  ^  »(«-+-  /',    b  -\-  k,   c  -t-  /  ,  .  .  .  ) 

'  —o{a^ho,b  +  ko,  c -h  l»,  .  .  .). 

/'.Il,  A'o5  ^0?  ■•  •  représentant  les  déplacements  primitifs  très 
p«'tits,  estimés  parallèlement  aux  axes. 

Or,  puisque  la  fonction  o( x',  jk,  -,  x',  ...)  est  maximum, 
lorsque  x,  j',  z-,  ...  ont  des  valeurs  a,  b,  c  ,...^  les  termes  du 
premier  degré  en  h,  /.-,  /.  ...  disparaissent  dans  le  dévelop- 
pement de  o(a  -i-  h,  b  —  k,  c  ^  l,  ...);  et  les  termes  du 
s<'cond  ordre,  changés  de  signe,  peuvent  se  mettre  sous  la 
forme  d'une  somme  de  carrés  de  quantités  dont  chaque 
terme  renferme,  au  premier  degré,  l'une  des  (|uantités  //, 
/. .  /,...,  et  qui  sont  en  nombre  égal  à  celui  des  variables 
indépendantes.  Si  l'on  désigne  ces  diverses  quantités  par  s, 
v',  .ç",  ...,  et  par  R  l'ensemble  des  termes  de  degrés  supé- 
rieurs au  second,  on  aura 

%,{a  -i-  h,  b  -i-  k,  c  -i-  l,  .  .  .) 

=  s  (a,  6,  c,  .  .  .  )  -  (5» -f- 5'*  ^  5"2 -^  .  .  .  ) -- R , 
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et,  de  même, 

cp(rt  H-  Ao,  b  -h  Ao,  c  ^  lo,  .  .  .) 

=  ?(«,  b,c,  .  .  .)  — (55  4-5;-  — .v;2_        )  __R^. 

L'équation  (i)  devient  donc 


—  (55  —  5;^ -,- 5^2 -f- . .  .  )  —  R  —  Ro; 
ou,  en  représentant  par  c  la  quantité  très  petite 


-^'"^'l  ^  ^0  +  5;-  4-  ^y-  +  .  .  .  —  Ro. 
(2)  -^^mv^  —  c  -  (s^-  -^  s'-  —  s"'-  ^  .  . .  )  +  R. 

Les  quantités  //,  /,  /.  //.  ...  ne  sont  pas  toutes  indépen- 
dantes, et  l'on  pourrait  en  éliminer  un  certain  nombre  au 
moyen  des  équations  qui  expriment  les  liaisons  du  système. 
Celles  qui  resteraient  entreraient  au  premier  degré  dans 
les  divers  termes  des  quantités  5,  s',  5",...  dont  le  nombre- 
est  le  même  que  celui  de  ces  variables  indépendantes.  11 
suit  de  là  que,  si  ces  dernières  ont  des  valeurs  très  petites, 
il  en  sera  de  même  de  5,  s',  s'',  ...,  et  réciproquement.  II 
suffit  donc  de  démontrer  que  s,  s',  s",  ...  resteront  constam- 
ment très  petites  pour  qu'il  en  résulte  que  les  déplacements 
des  points  du  système  restent  eux-mêmes  très  petits,  et 
que,  par  conséquent,  l'équilibre  est  stable. 

Or,  le  premier  membre  de  l'équation  (•>)  étant  essen- 
tiellement positif,  il  en  sera  constamment  ilc  môme  du 
second;  et  il  est  facile  d  en  conclure  (|ue  chacune  des 
(piantités  s^,  5'^,  . . ,  restera  toujours  inférieure  à  c.  En 
eflel,  d'après  la  valeur  de  r,  chacune  des  quantités  j*,  s'^,  ... 
est  d'abord  moindre  que  c  ;  elles  varient  ensuite  d'un»- 
manière  continue.  Supposons  qu'il  puisse  arriver  alors  que 
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lune  d'elles,  par  exemple  s-,  devienne  égale  à  c,  et  ce  sera 
la  plus  grande  de  toutes;  elle  sera  encore  très  petite,  et  il 
en  sera  de  même,  à  plus  forte  raison,  de  toutes  les  autres. 
Donc  h.  A",  /,  ...  seront  aussi  très  petits,  et  la  quantité  R 
sera  incomparablement  moindre  que  chacune  des  quan- 
tités s-,  5-, Donc   l'hypothèse  s'-=c  conduirait  à  ce 

résultat  absurde,  que  le  second  membre  de  l'équation  (2) 
serait  négatif.  Les  quantités  5,  s',  s'',  ...  restant  donc  tou- 
jours inférieures  à  \/c,  et,  par  conséquent,  très  petites,  il 

en  sera  de  même  des  déplacements  h,  k,  /, et  U équilibre 

sera  stable. 

Lorsque  la  fonction  o{x,y,  z,  x' ,  ...)  est  un  minimum, 
on  ne  peut  faire  des  raisonnements  analogues  pour  démon- 
trer l'instabilité  de  l'équilibre,  et  il  faut  examiner  spéciale- 
ment chaque  cas  particulier. 

APPLICATION   DE    LA   MÊME   ÉQIATION   AU   CALCUL   DE    l'eFFET 
DES   MACHINES. 

28o.  Les  machines  ne  sont  généralement  utiles  que  lors- 
qu'elles sont  en  mouvement,  et,  dans  ce  cas,  elles  ont  pour 
objet  de  surmonter  certaines  résistances  et  de  faire  mou- 
voir leurs  points  d'application  de  telle  sorte,  que  leurs  dé- 
placements, estimés  suivant  la  direction  de  ces  forces  qu'il 
laut  vaincre,  soient  en  sens  contraire  de  leur  action  ;  on 
donne  à  ces  forces  le  nom  àe  forces  résistantes.  Celles  que 
l'on  emploie  pour  produire  le  mouvement  se  nomment 
forces  mouvantes. 

Le  plus  ordinairement,  une  machine  n'est  susceptible  de 
prendre  que  deux  mouvements  différents,  opposés  l'un  à 
l'autre,  et  dans  lesquels  la  position  d'un  seul  point  déter- 
mine celle  de  tous  les  autres.  Une  seule  équation  suffit  donc 
pour  déterminer  la  loi  de  ce  mouvement,  dès  que  l'on  con- 
naît le  sens  dans  lequel  il  a  lieu;   et  la  plus   commode  à 
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employer  est  celle  des  forces  vives.  Cette  équation  est 

les  sommes  ^  ^"  premier  membre  sétendant  à   tous   Us 

points  du  système,  etla  somme   X  *J"  second  se  rapporlaiit 

à  toutes  les  forces,  soit  mouvantes,  soit  résistantes,  (pii  \ 
sont  appliquées.  L'intégrale  du  second  membre  est  pris»- 
entre  deux  limites  quelconques,  et  Vg  et  v  sont  les  vitesses 
du  point  dont  la  masse  est  m,  relativement  à  ces  limites. 

Les  forces  dont  les  composantes  sont  X,  Y,  Z  se  par- 
tagent naturellement  en  deux  classes.  Désignons  par  P  l'un»- 
quelconque  des  forces  mouvantes,  et  par  c/p  le  déplace- 
ment inHuiment  petit  de   son  point  d'application,  estimé 

dans  le  sens  de  cette  force  ;  ^  P  t//?  sera  la  partie  de 

correspondante  aux  forces  mouvantes.  Soient  de  même  (^ 
l'une  quelconque  des  forces  résistantes,  et  dq  le  dépla- 
cement de  son  point  d'application  estimé  dans  le  sens 
de  cette  force  et  abstraction  faite  de  tout  signe;  la  partit- 
correspondante  aux  forces  résistantes  sera  —  ^Q*^'/'  '"' 
l'équation  (  i  )  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

286.  Toute  force  peut  être  remplacée  par  un  poids  su.s- 
pendu  par  un  (il  donl  une  extrémité  sera  lixée  au  point 
d'applic;ttion  de  la  lt)rre,  et  dont  la  direction,  à  partir  de 
<•«•  point,  coïncidera  avec  celle  île  celte  Ibrce,  par  le  mo> rn 
«l'une  poulie  At'  rrii\ni.  Si   IHii  fait  cette  siibstiliilion    à    l.i 
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liiKc  l\  lorsque  la  machine  se  déplacera  infiniment  peu, 
le  poids  égal  à  P  descendra  de  la  quantité  dp  qui  désigne 
la  projection  du  déplacement  de  l'extrémité  du  fil  sur  la 
direction  de  ce  fil.  Si  Ton  agit  de  même  pour  une  quel- 
conque des  forces  Q,  dq  exprimera  la  quantité  dont  s'élè- 
vera le  poids  égal  à  Q  pendant  que  le  poids  P  s'est  abaissé 
de  dp. 

Ainsi,  en  supposant  d'abord  toutes  les  forces  constantes, 
!  équation  (2)  exprime  que  l'accroissement  de  la  demi- 
somme  des  forces  vives  du  système  entre  deux  époques 
quelconques  est  égale  à  la  somme  des  produits  des  premiers 
poids  par  les  hauteurs  respectives  dont  ils  se  sont  abaissés, 
moins  la  somme  des  produits  des  seconds  poids  par  les 
liduleurs  dont  ils  se  sont  élevés. 

Nous  désignerons,  avec  M.  Coriolis,  par  quantiié  de 
travail  le  produit  d'un  poids  par  la  hauteur  dont  il  a  été 
«levé  ou  abaissé,  et,  généralement,  le  produit  dune  force 
(juelconque  par  la  projection  du  déplacement  de  son  point 
(1  application  sur  la  direction  de  cette  force.  Si  la  force 
\arie  d'intensité,  on  décompose  le  mouvement  en  parties 
infiniment  petites;  les  quantités  de  travail  élémentaires  qui 
leur  correspondent  dépendent  de  la  loi  que  suit  la  va- 
riation de  la  force,  et  l'intégrale  qui  en  exprime  la  somme 
est  la  quantité  de  travail  relative  au  déplacement  du  point 
d'application  de  cette  force. 

Si  l'on  désigne  par  travail  moteur  celui  qui  se  rapporte 
aux  forces  mouvantes,  et  par  travail  résistant  celui  qui  se 
rapporte  aux  forces  résistantes,  l'équation  (2; exprime  que, 
(|uand  le  svstème  passe  d'une  position  à  une  autre,  l'ac- 
croissement de  la  demi-somme  des  forces  vives  est  égal  à 
l'excès  du  travail  moteur  sur  le  travail  résistant. 

287.  Si  l'on  considère  la  machine  à  partir  de  1  instant 
où  elle  était  en   repos,  on  a  t „  ^  o,  et  l'équation  (2;  de- 
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vient 

^1""'    fl^-''''-flQ'''r, 

le  second  membre  est  donc  toujours  positif,  et  par  consé- 
(|uent  le  travail  moteur  surpasse  toujours  le  travail  rési- 
stant. Ils  seront  égaux  lorsque  la  machine  reviendra  au  re- 
pos. Si  le  mouvement  de  la  machine  devient  uniforme,  ce 
(|ui  est  ordinairement  le  plus  avantageux,  et  qu'on  ne  le 
considère  qu'après  que  l'uniformité  est  établie,  le  premier 
membre  de  l'équation  (2)  est  nul,  et,  par  conséquent,  le 
second  l'est  aussi  :  d'où  l'on  conclut  que,  dans  un  inter- 
valle de  temps]  quelconque,  le  travail  moteur  est  égal  au 
travail  résistant.  Mais,  comme  ce  dernier  se  compose  du 
travail  que  Ton  avait  en  vue  de  produire  et  qu'on  nomme 
le  travail  utile,  ]>lus  le  travail  correspondant  aux  frotte- 
ments, aux  résistances  des  milieux,  à  la  communication 
du  mouvement  aux  corps  environnants,  etc.,  il  en  résulte 
que,  dans  toute  machine,  on  est  obligé  de  dépenser  plus  de 
travail  que  l'on  n'en  produit.  La  meilleure  n'est  que  celle 
où  l'on  en  perd  le  moins;  et  l'avantage  des  machines  en 
mouvement  n'est  que  de  transformer  le  travail,  mais  non 
de  l'augmenter. 

Lorsque  les  vitesses  sont  devenues  constantes,  il  doit  v 
avoir  équilibre  entre  toutes  les  forces,  et,  en  effet,  l'équa- 
lion 

•  lonne,  en  la  différentiant, 

•'•qiialion  qui  sera  salisfaile  si  le  svslènie,  (jiiel  qu'il  s<iil, 
est  en  équilibre,  cl  ({ui  on  <><i  lu  r(in<lition  suflîsanle.  «;"il 
est  à  liaison  complète. 
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288.  Lorsqu'on  veut  évaluer  le  travail  correspondanl  au 
frottement  d'un  corps  en  mouvement,  et  que  le  contact  n'a 
pas  lieu  en  un  j^oint  constant  do  ce  corps,  il  no  faut  pas  re- 
i;;arder  la  force  do  frottement  comme  appliquée  au  point  où 
le  contact  s'opère,  et  prendre  la  dislance  de  deux  points  de 
contact  consécutifs  comme  l'espace  parcouru  par  le  point 
d  application  de  la  force.  11  faut,  pour  faire  usage  du  prin- 
cipe des  forces  vives,  que  les  forces  soient  appliquées  aux 
mêmes  points  matériels  pendant  ce  temps  très  court  relatif 
aux  déplacements  d.r,  dy,  dz.  Or,  la  force  de  frottement. 
étant  tangente  au  corps,  peut  être  considérée  comme  ap- 
pliquée au  même  point  de  ce  corps,  pendant  un  temps  très 
court,  on  négligeant  une  distance  infiniment  petite  du  se- 
cond ordre.  On  devra  donc  prendre,  dans  l'évaluation  du 
travail  élémentaire  dû  à  un  frottement,  le  produit  de  la 
Ibrce  de  frottement  par  la  projection  du  déplacement,  dans 
l'espace,  du  point  du  corps  qui  était  au  contact  à  l'instant 
que  l'on  considère. 

289.  S'il  y  a  des  chocs  entre  certaines  parties  de  la  ma- 
chine, que  nous  supposerons  que  l'on  puisse  regarder 
comme  sensiblement  dénuées  d'élasticité,  il  y  aura  instan- 
tanément une  perte  de  force  vive,  représentée  par  la  somme 
des  forces  vives  dues  aux  vitesses  perdues  par  tous  les  points 
du  système.  Si  l'on  représente  par  u  cette  vitesse  pour  la 
niasse  quelconque  /??,  les  intégrales  du  second  membre  de 
loquation  (2)  n'ayant  pas  varié  sensiblement  pendant  la 
iluréc  du  choc,  on  aura,  en  désignant  par  r  la  vitesse  de  la 
masse  m  après  le  choc, 

de  sorte  que.   pour  maintenir  les   vitesses  v  à  des  valeurs 
déterminées,  on  sera  obligé  de  dépenser  une  quantité  de 
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travail  plus  grande  âc  -^^nnt-  :  il  est   donc  utile  d'éviter 
les  chocs  autant  que  possible. 

290.  Lorsque  le  mouvement  de  la  machine  n'est  pas 
uniibrme,  il  faut  du  moins  qu'il  soit  périodique.  Dans  ce 
cas,  si  les  intégrales  qui  entrent  dans  l'équation  (2)  se  rap- 
portent à  un  nombre  entier  de  périodes,  on  a  v  =^  v^,  et, 
par  conséquent,  le  travail  moteur  est  égal  au  travail  rési- 
stant, comme  si  le  mouvement  était  uniforme;  et,  récipro- 
quement, si  ces  deux  quantités  de  travail  sont  les  mème> 
dans  l'inter\"alle  qui  s'écoule  entre  deux  positions  iden- 
tiques quelconques  du  système,  les  vitesses  redeviennent 
les  mêmes  après  cet  intervalle,  et  le  mouvement  est  pério- 
dique. Mais  il  ne  suffit  pas  d'obtenir  une  même  quantité 
de  travail,  il  est  presque  toujours  très  important  que  te 
travail  soit  produit  uniformément.  Il  est  presque  impos- 
sible de  parvenir  à  une  uniformité  rigoureuse,  mais  on 
peut  rendre  à  peu  près  insensibles  les  changements  de  vi- 
tesse pendant  le  cours  d'une  période.  Le  moyen  qu'on  em- 
ploie le  plus  ordinairement  consiste  à  introduire  dans  \v 
système  une  masse  assez  considérable,  à  laquelle  on  donne 
le  nom  de  volant,  et  dont  l'elfet  est  de  diminuer  les  varia- 
tions de  vitesse  correspondantes  aux  variations  de  la  dillé- 
rence  entre  le  travail  moteur  et  le  travail  résistant.  Pour 
que  le  volant  charge  moins  les  supports,  il  est  utile  qu  il 
ait  la  moindre  masse  possible,  et  pour  cela  on  lui  donne 
la  forme  d'une  roue  dont  la  masse  est  presque  tout  entière 
à  la  circonférence.  Si  l'on  désigne  par  m  sa  vitesse  angu 
laire,  la  somme  des  forces  vives  de  ses  points  pourra  être 
représentée  par  tjKo-,  \i  étant  une  conslanlc  dont  i\  sera 
liicile    de    «lelernuner    la    vah'ur,    de    (uichpie    manière    tpie 

soit  répartie  la  masse  du  volant.  Soil    >   /n\-   la  somme  de» 
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fVnces  vives  de  toutes  les  autres  parties  de  la  machine,  et 
désignons  par  w'  et  v'  les  valeurs  de  (o  et  f  à  une  même 
t'poque;  l'équation  (2)  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

l'renons  |)0ur  les  deux  limites  des  époques  telles  qu  il  v  ait 

le  plus  de  diflTércnce  possible  entre   /    7  Pdpel    1    7  i)c/q: 

il  est  facile  de  voir  que  ce  sont  celles  où  les  forces  seraient 
en  équilibre  sur  la  machine  :  car,  à  ces  deux  époques,  les 
éléments  de  l'intégrale  qui  forme  le  second  membre  chan- 
gent de  signe.  Il  en  résulte  que  ces  époques  sont  aussi 
celles  du  maximum  et  du  minimum  des  vitesses.  Or,  plus  [j. 
sera  grand,  moins  il  faudra  que  m  et  co'  soient  dilTérents, 
ainsi  que  v  et  v\  pour  que  le  premier  membre  soit  égal  au 
second j  et  l'on  peut,  dans  chaque  cas,  déterminer  le  volant 
de  manière  que  les  changements  de  vitesse  soient  compris 
dans  des  limites  suffisamment  petites. 
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PRINCIPE  DE  LA  MOINDRE  ACTION. 


291.  Nous  déduirons  encore  de  la  formule  générale  tirée 
du  principe  de  d'Alembert  une  proposition  qui  a  eu  une 
grande  célébrité,  surtout  par  le  vague  un  peu  mystérieux 
dont  son  auteur  l'avait  entourée.  Cette  proposition  n'a  lieu 
que  dans  les  systèmes  pour  lesquels  l'équation  des  forces 
vives  subsiste.  Il  consiste  en  ce  que  si,  pour  chaque  point 
du  système,  on  intègre  entre  deux  époques  arbitraires  le 
produit  de  sa  quantité  de  mouvement  par  l'élément  de  la 
courbe  qu'il  décrit,  la  somme  de  toutes  ces  intégrales  est 
un  minimum;  c'est-à-dire  qu'elle  est  moindre  que  si,  par 
de  nouvelles  liaisons,  on  assujettissait  ces  points  à  suivre 
de  nouvelles  courbes,  entre  les  deux  mêmes  positions 
extrêmes  que  l'on  considère,  et  sous  l'influence  des  mêmes 
forces. 

Pour  le  démontrer,  il  faut  faire  voir  que  la  variation  do 
cette  somme  est  nulle  quand  on  fait  varier  infiniment  peu 
les  points  de  ces  courbes  en  leur  laissant  les  mêmes  extré- 
mités; car  il  est  évident,  par  la  nature  de  cette  somme, 
qu'en  général  elle  ne  peut  avoir  une  valeur  maximum,  et 
que,  par  conséquent,  en  exceptant  des  cas  très  particuliers, 
rWc  aura  uur  valeur  minimum. 

Or  on  a 

0  /   ^  un- (Is        I   \   /// o(  ir/v)  _      /    >  m  (iv  .ffs  -^  l'ids). 
l'oiir  calculer  la   première   partie,   remplaçons  '/.v  par  \f/f. 
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(U  se  rapportant  au  mouvement  qui  a  réellement  lieu  ;  nous 


aurons 


of  .ds^^  r  w  dt  =:  -dto.  r- 


el,  par  suite, 

\^m  c>\'.ds  —--  -  dt  \ /«  0 .  t'^. 

Mais  on  a,  en  désignant  par  C  une  quantité  constante, 

^^fm^'-—-o{j:,f,z,u:',  ...)-+- C, 

et  la  forme  du  second  membre  sera  la  même  pour  tous  le-, 
mouvements  que  l'on  considère,  puisque  les  forces  restent 
les  mêmes.  Si  donc  on  prend  la  variation  des  deux  membres, 
on  aura 

I  V^      ^     ,       do  ^         do  ^ 

^.2^"''''-^di''''^d}'y^-' 

—  ^{\ox^\  ly  -  Z  Iz  )  ; 

et,  d'après  l'équation  générale  du  mouvement,  cette  der- 
nière expression  est  égale  à 


d'-.c  ^  d-y  ^  d- z 

dW"  ^  di^ '^' ^ -dï^ 


m  1  — TTT  OX  -\ TY  ^y  "i 77Z  oz    )  dt . 


On  aura  donc 

Pour   calculer   la    seconde   partie,    nous    observerons    (|ii( 

IV-qualion 

r/.s2  -  dx""  +  dy'^  -;-  dz'^ 
donne 

dsùds  =  dx  0  dx  -i-  dyo  dy  --  dz  0  dz , 
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et,  par  suite, 

>  ,        di'  j^  dy  ,^         dz  ,^ 

cBa.s— -  -^aoJ'H — j-aoKH — r-doz. 
dt  dt      "         dt 

Donc 

V         -^  V       i^^^    I-       ,     ^^    ^-  ^'    n    \ 

>  invùds  =  7  //M  —7-drj.r  -h   -r-  ao  )'  -i r-  l'/oc     ; 

.-^  A^      \  di  dt        -^^         dt  r 


et,    en    réunissant    les    deux    parties    de    la    variation    de 
>  />iv  ds,  il  vient 

^"V^         ,       v^       ,ldx^  dy  ^  (/z  ^  \ 

.Éi^  ^         \dt  dl   ■  dt       ^ 

Si  maintenant  on  intègre  les  deux  membres,  on  aura 

0  /    >  inv  ds  ~-   7  m  (  — ;-  i,.r  H — V-^v ^  0-  )  -r-  C  ; 

.'  .i^  jmd      \dt  df  '  dt      / 

mais,  aux  deux  limites  de  l'intégrale,  les  variations  oXy  0}  , 
^z  sont  nidles,  puisqu(;  les  extrémités  des  courbes  décrites' 
restent  les  mêmes  ;  donc  le  second  membre  est  nul,  et  l'on  a 

0/7  un'  ds  — :  o, 

J    ^ 

comme  il  fallait  le  démontrer. 
D'où  l'on  conclut  que  l'intégrale 

/     T  /inds,       ou         /    ^  un- dl 

est  un  niiDiMUiMi  (l.in>  le  niou\<Mneiil  du  svslruu". 

2ÎJ2.    Si  les  pc^iuts    ne   sont   soumis   à    lactitm    d  .lucun»; 
force,  on  a 

/»   «''tant  rousl.inl . 
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Donc 


/2 


nn-dt  ~  kl -h  Cl  —  k{t  —  /,), 


/  cl  /,  étant  les  valeurs  du  temps  aux  deux  limites;  et, 
comme  l'intégrale  est  un  minimum,  il  s'ensuit  qu'il  en  est 
(le  même  de  t  —  /,,  et  que,  par  conséquent,  le  système 
passe  d'une  position  à  une  autre  dans  moins  de  temps  que 
SI  l'on  introduisait  de  nouvelles  liaisons  quelconques. 

Si  l'on  considère  un  point  matériel  assujetti  à  rester  sur 
nue  surface  fixe,  sans  être  soumis  à  l'action  d'aucune  force, 
Ml  vitesse  est  constante  ;  et  le  temps  qu'il  met  à  passer  d'un 
|)oint  à  un  autre  étant  un  minimum,  il  s'ensuit  que  la  lon- 
i;iu'ur  de  la  ligne  parcourue  est  aussi  minimum,  comme 
nous  l'avons  déjà  démontré  d'une  autre  tiianière. 


CHAPITRE  XXI. 

QUELQUES  MOTS  SUR  DEUX  IMPORTANTES  QUESTIONS 
DE  MOUVEMENT. 


293.  Lobjet  que  nous  nous  sommes  proposé  dans  cet 
Ouvrage  a  été  de  montrer  comment  la  science  des  forces 
a  pu  devenir  ce  que  nous  avons  nommé  une  science  de 
raisonnement.  Pour  cela,  nous  avons  d'abord  établi,  au 
moyen  de  l'expérience,  les  données  fondamentales  et  les 
principes  auxquels  nous  avons  attribué  un  caractère  de  gé- 
néralité absolue.  Nous  n'avons  pas  dissimulé  que  cette 
généralité  a  quelque  chose  d'hypothétique,  et  n'est  qu'une 
grande  probabilité,  suffisante  pour  servir  de  point  de  dé- 
part, mais  qu'il  est  bon  de  confirmer,  quand  cela  se  peut, 
par  l'accord  de  ses  conséquences  avec  les  faits  observés. 

En  admettant  ces  données  comme  certaines ,  nous 
sommes  parvenu  par  un  enchaînement  de  propositions 
évidentes  à  ramener  toutes  les  questions  dépendant  de 
l'action  des  forces  à  de  pures  questions  de  Géométrie  et  do 
calcul  :  en  d'autres  termes,  la  science  des  forces  a  été  ra- 
menée aux  deux  sciences  précédemment  étudiées,  celles 
des  nombres  et  de  l'étendue.  Nous  pouvions  donc  regarder 
notre  objet  comme  entièrement  rempli  ;  mais  nous  avons 
cru  utile  de  déduire  de  la  formule  c|ui  renfermait  la  sciene»' 
entière  certaines  propositions  générales,  intéressantes  par 
elles-mêmes  et  utiles  dans  la  solution  de  beaucoup  de  ques- 
tions iriq)ortanles.  Toutefois  nous  naviuis  pas  jugé  à  propos 
d'entrer  dans  le  détail  de  problèmes  particuliers,  si  utiles 
ccpcndaut   pour  lintelligence    parfaite  des  théories  gêné- 
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lales,  mais  pour  lesquels  nous  avons  cru  devoir  renvo\fi- 
aux  Traités  spéciaux. 

Néanmoins,  parmi  toutes  ces  questions  auxquelles  la 
ihéorie  générale  pouvait  être  appliquée,  il  en  est  deux 
dont  nous  ne  pouvons  nous  dispenser  do  dire  au  moins 
(juelques  mots. 

La  première  se  rapporte  au  mouvement  d'un  système 
rigide  composé  d'un  nombre  fini  ou  infini  de  points,  et 
formant  ce  qu'on  appelle  un  corps  solide. 

La  seconde  se  rapporte  au  contraire  à  un  svstème  dr 
points  libres,  sans  aucune  liaison  entre  eux,  mais  exerçant 
les  uns  sur  les  autres  des  actions  mutuelles  égales  et  de 
sens  contraire,  dirigées  suivant  la  droite  qui  les  joint. 

Cette  dernière  question  est  celle  du  mouvement  relatif 
des  planètes,  considérées  comme  réduites  à  de  simples 
j)oints  matériels,  ce  qui  est  suffisamment  approché. 

La  première  se  rapportera  au  mouvement  réel  de  chaque 
planète,  en  ayant  égard  à  sa  forme  et  à  ses  dimensions. 

Nous  ne  nous  proposons  que  d'indiquer  très  succincte- 
ment la  marche  suivie  pour  la  solution  de  ces  deux  ques- 
tions générales,  notre  but  n'étant  toujours  que  de  faire 
(  onnaître  l'enchaînement  des  principes  et  des  propositions 
(|ui  constituent  les  éléments  de  chaque  science.  Nous  nous 
occuperons  d'abord  du  mouvement  d'un  corps  solide  solli- 
cité par  des  forces  quelconques,  et  nous  le  considérerons 
dans  trois  conditions  différentes  :  nous  supposerons,  en  pre- 
mier lieu,  que  deux  de  ses  points  sont  fixes,  de  sorte  qu'il 
ne  puisse  que  tourner  autour  de  la  droite  qui  les  renferme; 
nous  supposerons  ensuite  qu'un  seul  de  ses  points  est  fixe, 
et  enfin  (lu'il  est  entièrement  libre. 
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CHAPITRE  XXII. 
MOUVEMENT  D'UN  CORPS  SOLIDE  AUTOUR  D'UN  POINT  FIXE. 


294.  Considérons  un  corps  solide  dont  la  forme  el  la 
densité  en  chacun  de  ses  points  sont  données,  et  qui  est  lié 
invariablement  avec  un  axe  fixe,  autour  duquel  il  peut 
tourner  librement.  Tous  ses  points,  ou  seulement  un 
nombre  fini  d'entre  eux,  sont  sollicités  par  des  forces  don- 
nées ;  et  il  s'agit  de  déterminer  le  mouvement  de  tous  les 
points  de  ce  corps,  en  supposant  que  Ton  donne  les  vitesses 
initiales  de  ses  points,  ou  que  l'on  connaisse  seulement  les 
forces  instantanées  qui  les  ont  produites. 

Pour  cela,  on  concevra  un  plan  passant  par  l'axe  et  lié 
au  corps;  la  position  de  ce  plan  déterminera  celle  de  tous 
les  points  ;  et,  par  conséquent,  le  problème  se  ramène  à  la 
détermination  de  ce  plan.  Si  les  forces  données  ne  sont  pas 
comprises  dans  des  plans  perpendiculaires  à  Taxe  de  rota- 
tion, on  peut  toujours  les  décomposer  en  deux,  dont  lune 
soit  parallèle  à  cet  axe,  el  lautre  dans  un  jdan  perpendi- 
culaire ;  la  première  sera  détruite  par  la  résistance  de  l'axe, 
et  l'on  peut  en  faire  abstraction  dans  la  recherche  du  mou- 
vement. Nous  supposerons  donc  que  toutes  les  forces  don- 
nées agissent  dans  des  plans  perpendiculaires  à  l'axe  fixe. 
D'aj)rès  la  méthode  générale,  on  doit  exj>rimer  qu'il  y  .1 
équilibre  entre  les  forces  données  et  les  forces  d'inerhe  de 
tous  les  points  du  svstènu^.  Ces  dernières  sont,  poui-  rél»'-- 
menl  di-  in;jssc  {//ii  >itu<''  iiu  poinl  dont  les  <H)ordonnées 
sont  j.,  )■,  c, 

-jj^dm,      ~^,cfn,,      ^chn- 

mais   il  vaiubii   mnMi\,    d.in->    le   cas    actuel,    considérer   le> 
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deux  composantes,  tangente  et  normale  :  la  première  est 
celle  qui  donne  l'accroissement  de  vitesse,  la  seconde  est 
la  force  centripète,  et  se  trouve  détruite  par  la  résistance 
de  l'axe,  puisque  chaque  point  décrit  un  arc  de  cercle  dont 
le  centre  est  sur  cet  axe.  On  peut  donc  se  borner  à  consi- 
dérer la  première  de  ces  forces,  qui    est   tangente  à  l'arc 

décrit,   et  représentée  par    —   dm,  en   désignant  par  r  la 

vitesse  et  par<^//»  la  masse  de  ce  point.  SI  l'on  désigne  par  r 

la  distance  de  ce  point  à  l'axe,   et  par  8  l'angle  formé  par 

le  plan  lié  au  corps,    avec  un   plan  fixe    passant  aussi  par 

Taxe,  on  aura 

^0  .  di'         dH 

{•=:/•— rf      et,  i)ar  suite,      —-:=/•——-. 
dl  '  '  '       dt  dl- 

Les  points  situés  à  l'unité  de  distance  de  l'axe  auront  poui- 

d^      -,  ,  1        .  ,    •        , 

vitesse  -p  :  c  est  ce  nu  on  nomme  la  vitesse  aniïulaire  du 
dl  '  *- 

système. 

Pour  la  généralité  de  ces  formules,  la  vitesse  devra  être 

considérée  comme   positive  lorsque  l'angle  0  croîtra,  et  la 

force    sera    positive  quand   elle  tendra  à  faire  croître    cet 

angle.  Or  la  condition  d'équilibre  d'un  corps  solide  autour 

d'un  axe  fixe  consiste  en  ce  que  la  somme  algébrique  des 

moments  des  forces  par  rapport  à  cet  axe  soit   nulle,   en 

considérant  comme  positifs  les  moments  des  couples  qui 

tendraient,   par  exemple,  à  augmenter  l'angle  0,  et  comme 

négatifs  ceux  qui  tendraient    à  le  diminuer.    Si    donc    on 

désigne  par  P  l'une  quelconque  des  forces  données,  et  par/> 

sa   distance  à   l'axe,   l'c-quilibre  entre  les    forces   P   et   les 

r/^e  ,    •       ,  „. 

iorces  —  /•  -r^  conduira  a  1  équation  suivante 
dt-  ' 

2  P  /'  -  y]  /  '  ^  dm  ---  o, 

les  sommes  se  rapportant  à  tous  les  points  du  corj)>. 
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Dans  le  dernier  terme  de  cette  équation,  le  facteur-; — 
j)cut  sortir  en  dehors  du  signe  ^5  et  ce  terme  devient 

-nr  ^  r-dm. 
lit-  ^^ 

L'équation  précédente  deviendra  donc 

'dë-~  Ylr-din' 

En  général,  les  moments  des  forces  données  varieront 
avec  la  position  du  corps;  si  ces  forces  ne  dépendent  qur 
de  la  position  des  points,  leurs  moments  seront  des  fonc- 
tions  connues    de    0,    et   il    en    sera    de    même    par    suite 

de^P/?.   Quant   à    la  somme  ^ /- r//«    qu'on    appelle    le 

moment  d'inertie  du  corps  par  rapport  à  l'axe,  elle  n<- 
dépend  que  des  distances  invariables  des  différents  points 
du  corps  à  cet  axe.  Nous  représenterons  cette  constante 
par  MA"^,  M  désignant  la  masse  totale  du  corps;  k-  sera 
la  moyenne  arithmétique  des  valeurs  de  /-,  en  prenant 
les  dm  égaux.  L'équation  différentielle  du  mouvement  sera 
alors 

^'^  77?»  ~  M ir-  ' 

Si  ces  forces  étaient  nuUes,  ^  Vp  scrail   nid  et  l'on  aurait 

Poni    rifrcluer   linlégration  de  l'équation  1  1  )  représeii- 
l<ins  son  s<'c<tnd  in«-rnlui'  par  o(ô),  elledeMcnl 
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multipliant  les  deux  membres  parîK^O,  et  intégrant  à  partir 
<li^  la  valeur  initiale  0'  de  0,  on  aura 

(.t  ('tant  la  valeur  initiale  de  la  vitesse  angulaire;   on  tirera 
•  l.-là 


dt^ 


\J'-f,; 


(0)^0  —  0)2 


Si  l'on  peut  effectuer  cette  quadrature,  on  aura  t  en 
lonction  de  0  ;  et  la  constante  qui  s'introduira  sera  déter- 
n)inée  en  exprimant  qu'on  a  à  la  fois 

/  — .  O,        6  -:  %. 

295.  Si  les  forces  données  sont  telles,  que  l'équation  des 
lorces  vives  ait  lieu,  elle  conduira  immédiatement  à  l'équa- 
lion  (2),    parce  que,   la   vitesse  d'un  point  situé  à  la  di- 

-lance  /■  de   i  axe  étant  /•  -~ri  'a  somme  >  un-  aura   pour 

at  ^^  ' 

•  •\pression 

y,  dh-  r/0-  v( 

inr- ——-^      ou      -j—  7  DU-. 

Ii^xprimant    ensuite   le  second    membre  de   l'équation  des 
iorces  vives  en  fonction  de  la  seule  variable  6,  ce  qui  sera 

toujours  possible,  on  connaîtra  (  ^  )    en  fonction  de  6,  et 

I  on  trouvera  ainsi  l'équation  (2). 

296.  Considérons  en  particulier  le  cas  d'un  corps  pesant 
<|ui  peut  se  mouvoir  autour  d'un  axe  horizontal,  et  con- 
stitue ce  que  l'on  appelle  un  pendule  composé.  Nous  pren- 
drons l'axe  fixe  pour  axe  des  >■,  et  l'axe  des  z-  en  sens  con- 
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traire  de  la  pesanteur.  Nous  considérerons  l'angle  6  comme 
t'ornié  par  le  plan  qui  passe  par  l'axe  fixe  et  le  centre  d«' 
j,^ravité  du  corps,  avec  le  plan  vertical  YZ;  et  nous  suppo- 
serons que  cet  angle  croisse  en  allant  de  l'axe  des  z  positifs 
vers  l'axe  des  x  positifs,  c'est-à-dire  dans  le  sens  que  nous 
sommes  convenus  de  choisir  pour  celui  du  mouvement 
direct.  Le  moment  relatif  à  l'élément  dm  sera  f^xdm,  car 
il  tend  à  augmenter  l'angle  G  quand  x  est  positif,  et  à  le 
diminuer  quand  x  est  négatif;  l'équation  (  i  )  deviendr;i 
donc 

d^^  _  g'S.xdm 

~dV^'~      M/>^     ' 

ou,  en  désignant  par  x^  l'abscisse  du  centre  de  gravité  du 
corps,  et  par  l  la  distance  de  ce  point  à  l'axe, 


dt-         k- 

Or,  on  a 

a-,  =  /sinO, 

et,  par  suite. 

(3) 

d'h       A'/  .    , 

Celte  équation  est  de  même  forme  que  celle  qui  détermi- 
nerait le  nu^uvemont  d'un  point  matériel  autour  de  l'ori- 
gine dans  le  plan  XZ.  Si  l'on  désigne  jiar  R  la  distanc»'  de 
ce  point  mobile  à  l'origine,  ou  la  longueur  de  ce  penilulc 
simple,  on  obtient  pour  l'éipialion  de  son  nion\enMMil. 


df-        W 


Cette  équation  se  déduirait  de  la  précédente,  en  supposant 
tonte   la   masse  réunie   m    un    même  point    situé   à    une  di 
staïue  K  <le  l'axe,  J'^lle  coïncidera  avec  la  précédente  si  l'on 
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pose 

Si  donc  on  suppose  que  poqr  f  =x)  les  valeurs  de  0  et  de 

-7-  soient  les  mêmes  de  part  et  d  autre,   c  est-a-clire  si  Je 

|)lan  qui  passe  par  le  centre  de  gravité  du  corps  et  l'axe 
fixe  fait  d'abord  le  même  angle  avec  la  verticale,  et  a  la 
même  vitesse  initiale  que  ce  pendule  simple,  leur  mouve- 
ment sera  constamment  le  même.  La  longueur  de  ce  der- 
nier est  ce  que  l'on  appelle  la  longueur  du  pendule  com- 
posé. Le  mouvement  d'un  corps  solide  pesant  autour  d'un 
axe  fixe  étant  ainsi  ramené  à  celui  du  pendule,  nous  nous 
bornerons  à  renvoyer  à  la  discussion  qui  se  rapporte  à  ce 
dernier. 

297.  Faisons  à  ce  cas  particulier  l'application  que  nous 
venons  d'indiquer  généralement  du  principe  des  forces  vive>. 
On  a  alors 

X  =  o,     Y  =  o,     Z  =;  —  g  dm, 

pour  les  composantes  de  la  force  appliquée  à  un  élément 
quelconque  dm  de  la  masse;  fcquation  des  forces  vives 
devient  donc 


\dt  )  2'"'''  ~  ~  ^2  /  Sdrndz  =  —  '2gy^zd,n  -.-  C, 


C  désignant  une  constante  arbitraire.  Mais,  en  représentant 
par  ;:,  le  ^  du  centre  de  gravité  du  corps,  on  a 

^zdm  ~  M::.,  -r-  M/cosO. 

Si  Ion  détermine  la  constante  par  la  condition  que  les  va- 
leurs initiales  de  0  et  de  -7-  soient  Oo  et  w,  l'équation  précé- 
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dente  dépendra 

ce  qui  n'est  autre  chose  que  l'intégrale  première  de  l'équa- 
tion (3).  Le  calcul  s'achèverait  comme  dans  la  théorie  du 
jjcndule. 

Si  Taxe  fixe  était  incliné  à  l'horizon,  une  simple  décom- 
jjosition  de  la  pesanteur  ramènerait  au  cas  que  nous  venons 
de  considérer,  où  l'axe  est  perpendiculaire  à  la  direction  des 
forces . 

298.  Cas  où  la  vitesse  angulaire  initiale  est  produite 
jiar  une  force  instantanée.  —  Nous  avons  déterminé  le 
mouvement  du  corps  en  supposant  que  sa  position  initiale 
soit  connue,  ainsi  que  sa  vitesse  angulaire  initiale.  Mais  si, 
.m  lieu  de  celte  vitesse,  on  donne  seulement  la  force  instan- 
tanée qui  Fa  produite,  il  faudra  commencer  par  déterminer 
(|uelle  vitesse  doit  prendre  le  corps,  soumis  pendant  un 
temps  extrêmement  petit  à  l'action  d'une  force  qui  aurait 
produit  sur  un  point  matériel  libre  une  quantité  de  mou- 
vement connue.  Le  question  rentrera  alors  dans  la  précé- 
dente. 

Si  l'on  décompose  cette  force  en  deux  autres,  dont  l'une 
soit  parallèle  à  l'axe,  et  l'autre  dans  un  plan  perpendicu- 
laire, cette  dernière  produira  seule  le  mouvement.  Repré- 
sentons sa  valeur  par  P,  et  par  p  sa  distance  à  l'axe;  le 
principe  de  d'Alemhert  conduira  à  l'équation 

,.>V/^//,/      !•/,.    ....    wir-u.      p/'. 

ce  qui  donnr  pour  valeur  de  la  \ilesse  angulaire  cherchée 

_    Vp 
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299.  Supposons  maintenant  que  le  luoiivement  ail  été 
|)roduit  par  le  choc  d'un  point  ayant  une  masse  [x,  animée 
iTunc  vitesse  v  dirigée  dans  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe, 
>uivant  une  droite  distante  de  Taxe  d'une  quantité  f;  et 
■idmettons  que  cette  niasse  reste  unie  au  corps  au  point  on 
(Ho  le  rencontre,  et  dont  nous  désignerons  par  h  la  di- 
■>l;ince  à  l'axe. 

Si  l'on  décompose  la  vitesse  v  suivant  la  normale  et  la 
ijingente  au  cercle  que  décrira  autour  de  l'axe  le  point  où 
;i  lieu  le  choc,  la  première   sera  détruite,   et  l'autre   aura 

pour  valeur -7-«  Représentons  |)ar  (.>  la  vitesse  angulaire  du 

système  ajirès  le  choc;   la  masse  [j.  aura  perdu  la  vitesse 

y /lo),  et  lit  quantité  de  mouvement  que  la  réaction  du 

(  orps   lui  aura    fait    perdre  sera  [j.  \ -i /"■)  )    '■    '«^He  sera 

donc  la  mesure  de  la  force  instantanée  produite  sur  la 
masse  (a;  et,  comme  l'action  et  la  réaction  sont  égales,  ce 
-era  aussi  la  mesure  de  la  force  instantanée  qui  a  agi  sur  le 
corps  donné.  On  rentre  donc  dans  le  cas  précédent  et  l'on 
I  on  aura  de  même 

'/      /..  \       .   V..5^ .•„:.     .   _  :^'/ 


ihi  -. // Cl 


I  /  I-  dm  ;      «loi 


Le  dénominateur  est  le  moment  d'inertie  du  système  com- 
posé du  corps  donné  et  de  la  masse  qui  s'est  unie  à  lui.  Si 

donc  on  entend  que  la  somme  ^  s  étend  à  leur  ensemble, 

on  écrira  sim[)leinent 

y.  A- 

(•)   "^ — • 

X  /-  dm 

Si,  au  lieu  d'un  seul  corps,   on  en  supposait   un  nombre 
quelconque  dont  les  masses  fussent  ;j.,   ;;.',   ;/ les  vi- 
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tesses  V,  t^,  v'',  .  .  .,  et  les  distances  des  directions  de  ces 
vitesses  à  l'axe/,  f  -,  f  -,  ....  et  que  tous  ces  corps  vinssent 
choquer  le  premier  au  même  instant,  en  se  réunissant  à  lui. 
on  aurait 

la  somme  \^/-f//n  se  rapportant  à  tous  ces  corps  réunis. 


CHAPITRE  XXIII. 

DES  MOMENTS   D  INERTIE. 


300.  Le  inouveuient  d'un  corps  autour  d'un  axe  «.'xige, 
comme  nous  lavons  vu,  le  calcul  d'une  somme  prise  dans 
toute  l'étendue  de  ce  corps,  et  que  l'on  peut  considérer 
comme  une  intégrale,  en  admettant  la  continuité  dans  la 
matière,  comme  nous  l'avons  déjà  fait  dans  la  théorie  de- 
centres  de  gra^^té. 

Ces  intégrales,  ([ue  nous  avons  nommées  moments  d' iner- 
tie, offrent  quelques  propriétés  importantes  qu'il  est  néces- 
saire de  faire  connaître  avant  daller  plus  loin  dans  l'éludr 
du  mouvement  d'un  corps  solide.  Comme  elles  ne  présen- 
tent aucune  diflîculté,  et  ne  donnent  lieu  à  aucune  considé- 
ration un  peu  délicate,  nous  nous  contenterons  d'énoncer 
les  résultats  intéressants,  sans  en  rapporter  les  démonstra- 
tions, qui  se  trouvent  dans  tous  les  Traités  spéciaux. 

301.  Les  moments  d'inertie  d'un  corps  par  rapport  à 
liifférents  axes  parallèles  ont  entre  eux  une  relation  simple 
<[ui  permet  de  les  déterminer  les  uns  par  les  autres.  Si  l'on 
considère  une  droite  passant  par  le  centre  de  gravité  du 
corps,  et  que  l'on  cherche  le  moment  d'inertie  par  rapport  à 
cet  axe,  celui  qui  se  rapporterait  à  tout  autre  axe  parallèh- 
surpasse  le  premier  d'une  quantité  qui  ne  dépend  que  de  sa 
distance  au  premier,  c'est-à-dire  au  centre  de  gravité.  Celt<' 
quantité  est  le  produit  de  la  masse  par  le  carré  de  celte  di- 
stance. D'où  il  résulte  que  : 

La  différence  des  moments  d  inertie,  par  rapport  <i 
deux  axes  parallèles,  est  égale  à  la  différence  des  carres 
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de  leurs  distances  au  centre  de  gravité,  multipliée  par  la 
masse  du  corps. 

On  peut  donc  bien  facilement  passer  d'un  axe  à  tout  autre 
axe  parallèle. 

On  voit  encore  que  les  moments  d^ inertie  sont  les  mêmes 
pour  toutes  les  génératrices  d'un  cylindre  à  base  circu- 
laire dont  l'axe  passe  par  le  centre  de  gravité;  et  que, 
de  toutes  les  droites  parallèles  à  une  même  direction,  celle 
qui  donne  le  moment  minimum  est  celle  qui  passe  par  le 
centre  de  gravité. 

302.  Considérons  maintenant  la  loi  qui  lie  les  moments 
d  inertie  d'un  corps  par  rapport  à  tous  les  axes  qui  passent 
par  un  même  point. 

Si  l'on  suppose  trois  axes  rectangulaires  ayant  ce  point 
pour  origine,  et  une  droite  menée  par  cette  origine  et  fai- 
sant avec  les  axes  les  angles  quelconques  a,  6,  y,  on  trouve, 
par  un  calcul  très  simple,  que  le  moment  ;x  par  rapport  à 
cette  droite  a  une  expression  de  la  forme  suivante  : 

l   y-  :=:  A  COS-a  -f-  B  COs'ê  -+-  C  COS-v 

/  —  2D  ces?  ces  Y  —  2  E  cosx  cosy  —  9,  F  cosa  cos6, 

A,  B,  c,  D,  E,  F  étant  des  constantes  déterminées  par  la 
nature  du  système  donné,  et  sa  position  par  rapport  aux 
axes  de  coordonnées. 

Il  est  même  facile  de  reconnaître  ce  que  représentent  les 
trois  coefficients  A,  B,  C. 

En  effet,  si  l'on  suppose  cos6  =  o,  cosy  =  o,  on  trouv«- 
|x  =  A  ;  la  constante  A  n'est  donc  autre  chose  qtir  le  ino- 
inenl  d'inertie  du  svstème  par  rapport  à  l'axe  des  .r  ;  et  de 
même  B  et  C  sont  les  niomeuls  jiar  rajiport  aux  axes  res- 
pectifs des  y  et  des  z. 

Quant  aux  trois  autres  coefficients,  ils  représentent  les 
intégrales   suivantes,   étrndiirs   à    la    masse   entière   du  svs- 
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tème 


D  =  ^j:-  'li)t ,     E  -^y  .vz  dm ,     F  =  ^  j;k 


(lin . 


303.  La  loi  exprimée  par  la  formule  (i)  peut  être  repré- 
sentée d'une  manière  remarquable  par  une  fii;ure  géomé- 
trique. 

Si,  en  effet,  on  porte  sur  chaque  axe,  à  partir  de  l'ori- 
gine, une  longueur  égale  à  lunité  divisée  par  la  racine 
carrée  du  moment  d'inertie  qui  lui  correspond,  l'extrémité 
de  ce  ra_)on,  nécessairement  fini,  puisque  ;j,  ne  peut  être 
nul,  appartiendra  à  une  surlace  fermée,  dont  on  aura 
l'équation  en  remplaçant  dans  l'équation  (i)  les  quantités 
rosa,  cos6,cosY  par  x  \\j.,  y\/\j.,  -  \  y.,  et  l'on  trouvera  poui 
l'équation  du  lieu  des  extrémités  des  ravons 

(  2  )     A  cr-  -r-  B  )•-  —  C  :;-  —  "i  Dyz  —  2  E  .rc  —  •>  F  .r  )-  :=:  i . 

Cette  surface  du  second  degré,  à  centre,  qui  n'a  aucun 
|)oint  à  l'infini,  est  nécessairement  un  ellipsoïde,  qui  a  sou 
centre  à  l'origine  des  coordonnées.  On  lui  donne  le  nom 
d'ellipsoïde  central. 

Celte  représentation  géométrique  est  très  commode,  parce 
(pie  l'ellipsoïde  étant  étudié  avec  beaucoup  de  soin  dans  les 
éléments,  ses  propriétés  peuvent  en  faire  connaître  immé- 
diatement pour  les  moments  d'inertie,  et  nous  allons  en 
indiquer  quelques-unes  qui  ont  une  grande  importance. 

304.  Axes  principaux  d'inertie.  —  La  forme  et  la  posi- 
tion de  rellipsoïde  central  ne  dépendent  en  rien  de  la  direc- 
tion des  axes,  mais  seulement  du  point  choisi  et  du  système 
donné.  Or,  si  l'on  choisit  précisément  le  système  des  axes 
|)rincipaux  de  l'ellipsoïde,  les  coefficients  de  l'équation  (2) 
j)rendront  des  valeurs  dépendantes  de  ces  axes  particuliers, 
et  telles  que  les  rectangles  des  variables  ne  s'v  trouveront 


Ui  DU   MOUVEMENT    PRODUIT    PAR    LES   FORCES. 

j)lus;  et  par  conséquent  on  aura 

D  =  G,     E  =  o,     F  =  G, 
ou 

N^j-; dm  =  o,      ^J^- dm  r=  o,      ^.-'''y ^'^^  =  " '■> 

il  existe  donc  toujours  un  système  d'axes  de   coordonnées 
tel,  que  les  trois  intégrales  ^j'c  <//??,    >  a':  dm,    7  xvdm, 

calculées  par  rapport  à  lui,  se  réduisent  à  zéro. 

Réciproquement,  si  elles  sont  nulles  toutes  les  trois, 
l'ellipsoïde  sera  rapporté  à  ses  axes  principaux. 

Si  rellipsoïde  central  a  ses  trois  axes  inégaux,  il  n'y  a 
qu'un  seul  système  d'axes  principaux.  Si  deux  de  ses  axes 
sont  égaux,  il  y  aura  une  infinité  de  systèmes  daxes  prin- 
cipaux, dont  l'axe  de  révolution  fera  toujours  partie.  Enfin, 
si  ses  trois  axes  sont  égaux,  l'ellipsoïde  se  réduit  à  unr 
sphère;  et  tout  système  d'axes  rectangulaires  passant  par 
le  jioint  donné  sera  un  système  d'axes  principaux  de  l'el- 
lipsoïde. 

Remarque.    —    Si    doux    des    trois    sommes   seulement 

étaient   nulles,  par   exemple   ^    vzdm  (i  ^  ./z  d/n .  l'étpia- 
lion  (2)  deviendrait 

A.r2  -i   H  ,  -       <'  ^--  —  î  ra-r  —  1 , 

et  1  axe  des  z  serait  .seul  iiii   des  axes  principaux  «le  l  ellip- 
soïde. 

305.  Les  axes  |)nneipaux  de  cet  ellipsoïde  sont  appelés 
axes  prinripnn.v  «l'inertie  du  svsièrue  de  points  nialiM-iels. 
lU  Mtiil  diliiiis  par  l.i  |)ropin''l<''  d  antuder  l<"s  trois  inté- 
grales  ^  yzdm,    ^.izdm.    ^.rvdm:    mais    ils  jouissent 
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(le  propriétés  mécaniques  importantes  que  nous  ferons  con- 
naître, et  auxquelles  l'esprit  s'attache  avec  plus  d'intérêt 
qu  à  relies  qui  ne  sont  qu'un  simple  résultat  de  calcul. 

En  rapportant  les  points  à  un  système  d'axes  principaux 
(liiiertie,  les  formules  (i)  et  (2)  deviennent 

(  3  )  y.        A  cos^  y.  —  lî  ces -g  —  C  cos^Y. 

et  A,  B,  C  sont  les  moments  d'inertie  du  système  par  raj)- 
port  aux  axes  principaux.  On  les  nomme  moments  d' inertu'' 
priiicipaujr. 

Si  deux  d'entre  eux  sont  égaux,  l'ellipsoïde  central  est  de 
révolution;  si  les  trois  sont  égaux,  il  se  réduit  à  une  sphère. 

On  remarquera  que  si  A  est  le  plus  grand  des  trois  mo- 
ments d'inertie  principaux  et  C  le  plus  petit,  pour  tous  les 
autres  axes,  on  aura  [x  plus  petit  que  A  et  plus  grand  que  C. 
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DIVERSES  PROPRIÉTÉS  DU  MOUVEMENT  D  UN  CORPS 
AUTOUR  D'UN  AXE  FIXE. 


306.  Centre  d'oscillation.  —  On  nomme  centre  d'oscil- 
lation d'un  pendule  composé  tout  point  faisant  partie  de 
ce  corps,  ou  lié  invariablement  à  ce  corps,  dont  le  mouve- 
ment est  le  même  que  s'il  était  isolé  et  obligé  de  se  mouvon- 
autour  du  même  axe  sous  l'action  seule  de  la  pesanteur. 
D'après  cela,  tous  les  points  de  la  droite  menée  parallèle- 
ment à  l'axe,  à  une  distance  égale  à  la  longueur  du  pen- 
dule, c'est-à-dire  à  "       — ,  et  située  dans  le  plan  qui  passe 

par  l'axe  et  le  centre  de  gravité  du  corps,  seront  des  centres 
d'oscillation.  Quelques  auteurs  appellent  plus  particulière- 
ment contre  d'oscillation  celui  de  ces  points  qui,  dans  l'état 
d  é(|uilibre,  est  situé  sur  la  verticale  qui  passe  par  le  centre 
de  gravité. 

Si  nous  désignons  par  M/.-  le  moment  d'inertie  du  corps 
par  rapport  à  une  parallèle  à  lave,  menée  par  le  centre   de 

gravité,  le  moment  7  r'-dni  par  rapport  à  I  axe  de  suspen- 
sion sera  égal  au  moment  par  rapport  à  cette  parallèle,  aug- 
menté du  produit  de  la  masse  M  du  corps  par  le  carré  de 
la  distance  /.  Si  nous  désignons  le  dernier  moment  par  M  A-, 

la  longueur  du  pendule  sera  l—  -y]  et  les  centres  d'oscil- 
lation seront  plus  éloignés  de  l'axe  de  suspension  (jur  Ir 
centre  de  graNÏIf.  d'une  i|ii.iniité  égale  à  -j- 
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Les  dlslanccs  du  centre  de  jrravité  à  l'axe  et  à  la  liffiie 
des  cenlrcs  d'oscillation,  donnant  pour  produit  /.-,  il  sen- 
suil  que  si  ron  prenait  cette  dernière  pour  axe  fixe,  la 
première  deviendrait  la  ligne  des  centres  d'oscillation . 
La  longueur  du  pendule  serait  donc  la  même  qu'aupa- 
ravant, et  son  mouvement  serait  identique. 

Il  en  serait  encore  de  même  si  l'on  prenait  pour  axe  de 
suspension  toute  autre  droite  parallèle  située  à  la  même 
dislance  du  centre  de  gravité,  puisque  /  et  k-  ne  change- 
raient pas. 

En  général,  le  mouvement  sera  le  même  autour  de  tous 
les  axes  qui  donneront  la  même  longueur  au  pendule.  Si 
l'on  désigne  par  /  la  distance  d'un  axe  quelconque  au  centre 
de  gravité,  par  a,  6,  y  les  angles  que  sa  direction  fait  avec 
les  axes  principaux  relatifs  à  ce  point,  et  par  A,  B,  C  les 
moments  d'inertie  par  rapport  à  ces  axes,  on  aura 

M/"-  =1  A  ces- a  -^  B  cos-Ç  —  C  ces- y, 
cl  la  longueur  /  -h  -^  du  pendule  sera 

A  cos-a -i- B  cos-6 -4- C  cos^y 

^  Wi 

Or,  celte  longueur  peut  rester  la  même  pour  une  infinité 
de  droites  différentes,   puisque  a,  6,  y,  /  sont  indéterminés. 

307.  Si  1  on  cherche  les  valeurs  que  doivent  avoir  ces 
indéterminées,  pour  que  l'expression  précédente  soit  mini- 
mum, on  saura  autour  de  quel  axe  il  faut  que  le  mouve- 
ment ait  lieu  pour  que  l'oscillation  se  fasse  dans  le  moindre 
temps  possible. 

Or,  parmi  tous  les  axes  pour  lesquels  k^  serait  constant, 

celui  qui  donne  le  maximum  pour  la  longueur  /-h  -j-j  cor- 
respond à  /=  k;  et  la  longueur  du  pendule  est  alors  égaie 
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à  ik.  Elle  sera  donc  la  plus  petite  possible  lorsque  k  aura 
sa  plus  petite  valeur.  Ainsi,  l'oscillation  sera  la  plus  courte 
lorsque  l'axe  de  suspension  sera  parallèle  à  Taxe  du  plus 
petit  moment  d'inertie,  relatif  au  centre  de  gravité,  et  que 
sa  distance  à  ce  dernier  sera  égale  à  la  racine  carrée  du 
rapport  de  ce  moment  à  la  masse  du  corps. 

308.  Centre  depercuasion.  —  Lorsque  nous  nous  sommes 
occupé  de  l'effet  produit  par  une  force  instantanée  sur  un 
corps  solide  lié  à  un  axe  fixe,  nous  n'avions  pour  objet  que 
de  déterminer  la  vitesse  angulaire  quelle  communiquerait 
immédiatement  au  système.  Nous  allons  maintenant  envi- 
sager son  effet  sous  un  autre  point  de  vue  ;  nous  allons  cher- 
cher quels  sont  les  chocs  produits  par  l'axe  fixe,  et  parti- 
culièrement quelles  sont  les  conditions  pour  qu'il  n'en 
reçoive  aucun. 

Pour  cela,  il  faut  considérer  toutes  les  forces  qui  doivent 
être  en  équilibre,  d'après  le  principe  de  d'Alembert,  et  les 
diviser  en  deux  groupes;  le  premier,  composé  de  forces 
appliquées  immédiatement  à  l'axe;  le  second,  de  forces 
détruites  par  la  liaison  même  des  points  du  corps  entre  eux, 
et  qui  ne  peuvent  par  conséquent  affecter  l'axe  en  autune 
manière. 

A  cet  eflet,  on  prendra  l'axe  fixe  pour  axe  des  .:,  et,  pour 
plan  des  x  et  >',  celui  (|ui  serait  mené  par  le  point  dappli- 
calion  de  la  force,  perpendiculairement  à  cet  axe. 

L'équilibre  devra  avoir  lieu  entre  la  force  instantanée, 
dont  nous  désignerons  les  composantes  par  x,  >',  z,  et  des 
forces  égales  et  opposées  aux  quantités  de  mouvement  com- 
n^uniquées  instantanément  à  chaque  particule  ilni,  dont  les 

composantes  sonl  —j-dm,  -^  (/m,  -^dm;  mais  la  dernière 

est  nulle,  puisque  le  z  de  chaque  point  est  invariable. 

Kii    (ItTonijinsunt,    sui\:int   l'ordinaire,    toutes   les   forces 
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en  trois  forces  agissant  suivant  les  axes,  et  trois  couples 
situés  dans  les  plans  coordonnés,  on  trouvera  pour  expres- 
sions de  ces  forces 

X^wMr,.     Y  — coAI.r,,     Z, 

X,,  ^',  étant  l\r  et  Vj-  du  centre  de  gravité,  et  w  la  vitesse 
angulaire  produite  :  les  moments  des  trois  couples  avant 
leurs  axes  suivant  les  axes  des  x,  des  y  et  des  5,  auront 
respectivement  les  valeurs  suivantes  : 


(2) 


l  /»  Z  —  10  ^  uz-  dm ,     —  a  Z  -^  w  ^  v'^  d/n . 
I  aY  —  b\  —  oj  /^^  r-  dm, 


a  ei  b  désignant  les  coordonnées  du  point  d'application  de 
la  force. 

Les  trois  forces  et  les  deux  premiers  couples  sont  évi- 
demment détruits  par  l'axe,  et  font  connaître  les  efforts  qui 
tendent  à  l'entraîner.  Quant  au  troisième  couple,  il  est  nul 
de  lui-même,  sans  quoi  l'équilibre  n'aurait  pas  lieu;  et  c'est 
cette  condition  qui  détermine  la  valeur  de  la  vitesse  angu- 
laire, comme  nous  l'avons  vu  précédemment.  Ce  couple 
lie  produit  donc  aucun  effort  sur  l'axe. 

309.  Si  l'on  veut  savoir  dans  quelles  circonstances  le 
mouvement  initial  du  corps  se  produira,  sans  qu'aucun 
effort  soit  exercé  sur  l'axe,  il  faut  exprimer  que  l'équilibre 
a  lieu  sans  que  Taxe  produise  aucune  force,  et,  par  consé- 
•juent,  par  la  liaison  seule  des  points  du  corps;  c'est-à-dire 
qu'on  peut  supprimer  l'axe  et  considérer  le  corps  comme 
entièrement  libre.  Or  on  sait  que  dans  ce  cas  il  faut  que  la 
Ibrce  résultante  soit  nulle,  ainsi  que  le  couple  résultant. 
Il  faut  donc  que  les  trois  composantes  de  la  force  soient 
séparément  nulles,  ainsi  que  les  moments  des  trois  couples 
composants. 
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On  aura  ainsi  les  six  équations  suivantes  : 

X-i-wMji  =  o,     Y  —  <o  M  j-,  mo,     Z=:o, 

6Z—  (•)  \  j -^c/m  =r  o, 

—  a  Z  —  co  ^.^  -^  ^^"^  =  o, 

«Y  —  6X  —  (0  ^  /  -  dm  =;  o. 

Elles  sont  suffisantes;  car,  si  elles  ont  lieu  et  qu'on  donne 
limpulsion  en  retenant  l'axe,  la  vitesse  initiale  sera  <o. 
et  l'axe  n'éprouvera  aucune  percussion  ;  il  était  donc  inu- 
tile de  le  tenir. 

Si  l'on  en  élimine  w,  on  aura  entre  les  données  les  condi- 
tions nécessaires  et  suffisantes  pour  que  l'axe  ne  reçoive 
aucun  choc  pour  acquérir  instantanément  sa  vitesse  angu- 
laire. Mais  il  est  bon  de  simplifier  ces  calculs,  en  faisant 
passer  le  plan  des  :c  et  ;;  par  le  centre  de  gravité  du  corps, 
parce  qu'on  a  alors  y ^  =  o,  et  les  équations  deviennent 

X=:o,     Zr=o.     Y  =  (i)Ma', , 

^  jczdni  =z  o,      ^^j  zd/n  =  o,     aY  ^=-  co  /  r-dni. 

Les  deux  premières  expriment  que  la  force  est  perpendi- 
culaire au  plan  ZX;  la  (pialrièine  et  la  cinquième  ex- 
priment que  l'axe  fixe  est  un  axe  principal  d'inerlie  rela- 
tivement à  l'origine. 

Les    deux   autres  donnent    uni-   nouvelle  condition,    par 

l'élimination  de  w,  et,  de  plus,  la  valeur  même  de  (o.  Celle 

Condition  csl 

M  V    '  /  r  ï /•'<///; 

«Mj-, -^  >  r-clm,     (I  ou     a -rz  —^, 

'       ^  .M.r, 

On  voit  |)ar  l.i  (pie  la  distance  a  de  la  lorce  ù  l  axe  est 
précisément  la  longueur   du    pendule  composé  que   lornie- 
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rait  le  corps,  si  on  le  soumettait  à  l'action  seule  de  la  j^e- 
santeur,  après  avoir  donné  à  l'axe  auquel  il  est  lié  une 
position  horizontale. 

Quant  à  la  vitesse  angulaire  (.>,  elle  aura  pour  valeur 


^r-dni 


comme  nous  l'avions  trouvée  précédemment,  Y  et  a  étant 
iti  ce  qui  était  désigné  par  P  et/?. 

310.  En  résumant  ce  que  nous  venons  de  démontrer, 
on  aura  les  conditions  suivantes,  nécessaires  et  suffisantes 
pour  que  l'axe  ne  reçoive  aucun  choc  : 

i"  Que  la  force  instantanée  soit  perpendiculaire  au  plan 
passant  par  l'axe  et  le  centre  de  gravité  du  corps; 

2°  Que  cet  axe  soit  un  des  axes  principaux  du  corps  pai- 
rapport  au  point  où  il  est  rencontré  par  le  plan  qui  lui 
est  perpendiculaire  et  qui  contient  la  force; 

3"  Que  la  distance  de  la  force  à  l'axe  soit  la  même  que 
celle  du  centre  d'oscillation  du  corps  autour  de  ce  même  axe. 

Cette  dernière  condition  montre  que  la  question  pro- 
posée est  impossible  quand  le  centre  de  gravité  est  sur 
l'axe;  car,  alors,  la  distance  de  la  force  à  l'axe  aurait  une 
expression  infinie. 

Le  point  où  la  force  doit  être  appliquée  dans  le  [)laii 
passant  par  l'axe  et  le  centre  de  gravité  se  nomme  centre 
de  percussion;  il  est  situé  sur  la  ligne  qui  contient  les 
centres  d'oscillation,  et  par  conséquent  est  l'un  de  ces 
centres;  en  ne  réservant  pas  cette  dénomination,  exclusi- 
vement à  celui  qui  est  sur  la  perpendiculaire  abaissée  du 
centre  de  gravité  sur  Taxe. 

Béciproqiiement.  —  Si  le  corps  était  en  mouvement 
autour  de  l'axe,  on  pourrait  l'arrêter  brusquement,  au 
moyen  d'une  force  appliquée  au  centre  de  percussion,  sans 
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qu'il  en  résultât  aucun  effet  sur  Taxe,  en  supposant  que 
les  circonstances  que  nous  avons  indiquées  aient  lieu. 

311.  Cas  où  Vaxe  a  un  point  fixe.  —  Nous  venons  de 
faire  connaître  les  conditions  pour  qu'une  force  instantanée 
produise  une  rotation  autour  d'un  axe  purement  idéal, 
incapable  de  résistance.  Nous  allons  maintenant  examiner 
le  cas  où  il  existerait  un  point  fixe  dans  le  corps.  La  force 
instantanée  produira  un  mouvement  initial  qui  ne  peut 
être  qu'une  rotation  autour  d'un  axe  passant  par  le  point 
fixe,  et  que  nous  ne  nous  proposons  pas  ici  de  déterminer 
généralement  ;  nous  voulons  seulement  chercher  les  condi- 
tions pour  que  cet  axe  soit,  comme  dans  le  cas  précédent, 
perpendiculaire  au  plan  contenant  la  force  et  le  point  fixe. 
La  question  ainsi  posée  se  résout  immédiatement  au  moyen 
des  calculs  qui  précèdent. 

En  effet,  prenons  ce  plan  pour  celui  des  j:,  \\  le  point 
fixe  pour  origine,  la  perpendiculaire  à  ce  plan  pour  axe 
des  z^i  et  l'axe  des  x  perpendiculaire  à  la  force,  qui  se 
réduira  à  Y.  On  aura  alors 

Z  =  o,     X  r=o. 
Les  expressions  (i)  deviendront 

Mw^'i,     Y  —  Mtoo"!, 
et  les  expressions  (2) 

—  co  N  xz dm ,     (o  2, y^ '^'" '     ^ ^  —  "^  ^  ''  '^"' ' 

et,  comme  les  forces  appliquées  à  l'origine  fixe  sont  dé- 
truites par  sa  résistance,  il  est  nécessaire  et  suffisant  que 
les  moments  des  trois  couples  soient  nuls,  ce  (|ui  donne 


Les  deux  premières  équations  exprirucnl   <|u«'  1  axe  des  z 
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est  un  axe  principal  dinerlie  relativement  au  point  fixe; 
la  dernière  donne  la  vitesse  angulaire  que  prend  instanta- 
nément le  corps  ;  son  expression  est  toujours  la  même  que 
dans  les  cas  précédents.  On  a  ainsi  cette  importante  pro- 
position : 

Une  force  instantanée,  appliquée  à  un  corps  qui  a  un 
point  fixe,  le  fera  tourner  autour  de  la  perpendiculaire 
au  plan  mené  par  le  point  fixe  et  la  force,  lorsque  cette 
perpendiculaire  sera  un  axe  principal,  relativement  au 
point  fixe:  ou,  en  d'autres  termes,  lorsque  le  plan  mené 
par  le  point  fixe  et  la  force  sera  un  plan  principal. 

Il  est  inutile  de  laire  remarquer  que,  si  dans  un  même 
plan  passant  par  le  point  fixe  on  avait  un  nombre  quel- 
conque de  forces,  elles  seraient  réductibles  dabord  à  une 
seule  appliquée  au  point,  et  à  un  couple  qui  se  réduirait 
lui-même  à  une  seule  force  en  le  transportant,  de  manière 
qu'une  de  ses  forces  passe  au  point  fixe;  il  ne  reste  plus 
alors  qu'une  force,  dont  le  moment  par  rapport  au  point 
fixe  est  égal  à  celui  du  couple;  on  rentre  donc  dans  le  cas 
de  la  proposition  précédente,  et  la  conclusion  sera  la  même. 

312.  Axes  permanents  de  rotation.  —  Pendant  le  mou- 
vement continu  qui  a  lieu  autour  d'un  axe  fixe,  il  s'exerce 
des  efforts  contre  cet  axe,  qui  se  calculeront  de  la  même 
manière  que  nous  l'avons  fait  pour  les  forces  instantanées. 

Nous  considérons  le  cas  où  aucune  force  n'est  appliquée  au 
corps,  après  que  l'état  initial  a  été  produit.  Les  forces  qui 
doivent  être  en  équilibre,  d'après  le  principe  de  d'Alem- 
bert,  se  ramènent  à  trois  forces  appliquées  à  l'origine,  et 
trois  couples  dans  les  plans  coordonnés.  Or,  si  l'origine 
seule  est  fixée  et  que  les  moments  des  trois  couples  soient 
nuls,  l'équilibre  aura  lieu  sans  qu'il  y  ait  aucun  effort 
exercé  sur  l'axe,  et,  par  conséqnent,  il  n'y  aura  aucun 
effort  à  faire  pour  le  retenir  pendant   que  le   mouvement 
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continuera  autour  de  lui.  Or  les  moments  de  ces  couples 
sont  respectivement 


—  (D-  7  yzdni  -i r-    y  xzdm 

J^-  dt  Jimà 


)-  j  xzdm  H -j  yzdni, 

^  dt  Jmd^ 


dt 

Il  faudra  pour  qu'ils  soient  nuls 

diû 

et,  par  suite, 

\  xz  dm  -=  o,      2^y^'  ^'^*  ~^  ^'' 

c'est-à-dire  que  l'axe  des  z  sera  un  axe  principal  relatif  à 
l'origine,  et  la  vitesse  angulaire  sera  constante.  De  là  ré- 
sulte la  proposition  suivante  : 

Lorsqu'' un  corps  a  /'un  de  ses  points Jîœe,  et  commence 
par  tourner  autour  d'un  de  ses  axes  principaux  d'inertie 
relatifs  à  ce  point,  il  continuera  indéjiniment  à  tourner 
autour  de  cet  axe,  avec  une  vitesse  angulaire  constante, 
si  aucune  force  ne  lui  est  appliquée. 

C'est  pour  cela  que  les  trois  axes  principaux  du  corps, 
relativement  au  point  fixe,  se  nomment  des  axes  perma- 
nrnts  de  rotation  relativement  à  ce  point. 

313.  Si  le  point  fixe  était  le  centre  de  gravité  du  corps, 
on  aurait 

1rs  forces  a|>plii|u»'M's  à  ce  point  sont,  dans  le  cas  actuel, 
(.)*Mu7, -f- M/,  — ,      «..-M»,       M.r,  — -,     o; 
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<îllcs  sont  donc  nulles  ot  roriginc  n'éprouve  aucune  pres- 
sion ;  de  sorte  que  le  mouvement  autour  de  l'axe  n'exige 
pas  qu'on  retienne  l'axe,  qui,  par  conséquent,  peut  être 
laissé  entièrement  libre.  D'où  se  déduit  cette  importante 
proposition  : 

Si  un  corps  entièrement  libre  commence  à  tourner  au- 
tour d'un  de  ses  axes  principaux,  relatifs  à  son  centre  do 
gravité,  et  qu'aucune  force  étrangère  ne  lui  soit  appli- 
quée, son  mouvement  continuera  uniformément  autour 
de  cet  axe. 

Ces  trois  axes  particuliers,  les  seuls  qui  jouissent  de 
cette  propriété  remarquable,  indépendante  de  toute  forme 
du  corps,  se  désignent  sous  le  nom  à^axes  naturels  de 
rotation. 

Si  le  corps  était  soumis  à  l'action  de  forces  réductibles  à 
un  couple  situé  dans  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe,  le 
mouvement  aurait  toujours  lieu  autour  du  même  axe,  mais 
avec  une  vitesse  angulaire  variable.  Cela  résulte  de  ce  qui 
précède,  puisque  les  deux  forces  du  couple,  transportées  à 
l'origine,  s'y  détruisent,  et  qu'il  n'v  a  pas  de  couples  com- 
[>osanls  dans  les  plans  XZ,  \Z. 

Observation.  —  Nous  nous  sommes  un  peu  étendu  sur 
le  mouvement  d'un  corps  solide  autour  d'un  axe;  mais 
l'importance  de  la  question  nous  a  paru  exiger  ces  déve- 
loppements. Non  seulement  les  propositions  que  nous 
avons  démontrées  sont  utiles  par  elles-mêmes,  mais  elles 
le  sont  encore  par  l'usage  que  l'on  en  fait  dans  l'étude  de 
questions  plus  complexes.  Le  mouvement  autour  d'un  axe 
est  l'élément  de  tous  les  autres;  et  la  connaissance  des  axes 
principaux  d'inertie  d'un  corps  permet,  comme  nous  allons 
le  démontrer  tout  à  l'heure,  de  ramener  l'effet  immédiat 
de  forces  ap{)liquées  à  un  corps  à  celui  qui  serait  produit 
autour  d'axes  déterminés. 

De  plus,   nous  avons  trouvé  là  l'occasion  d'appliquer,   à 
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des  questions  de  grande  importance,  la  méthode  par  la- 
quelle les  questions  de  mouvement  sont  ramenées  à  des 
questions  d'équilibre. 

Nous  donnerons  moins  de  développement  aux  théories 
qui  suivent;  nous  nous  contenterons  d'indiquer  la  marche 
générale,  et  nous  renverrons,  pour  les  détails,  aux  Traités 
spéciaux. 


CHAPITRE   XXV. 

DU  MOUVEMENT  D'UN  CORPS  SOLIDE  DONT  UN  POINT 
EST  FIXE. 


Si  l'état  initial  du  corps  est  donné,  il  n'v  a  plus  à  s'oc- 
cuper que  du  mouvement  continu  qui  suivra. 

Si  Ton  donne  seulement  les  forces  instantanées  qui,  ap- 
pliquées au  corps  en  repos  et  dans  une  position  connue, 
produisent  cet  état  initial,  la  première  question  à  résoudre 
est  la  détermination  de  cet  état,  et  c'est  elle  qui  va  nous 
occuper  d'abord. 

314.  Mouvement  initial  produit  par  des  forces  instan- 
tanées. —  Quel  que  soit  le  nombre  de  ces  forces,  elles 
sont  toujours  réductibles  à  une  seule  force  appliquée  au 
point  fixe  et  un  couple  unique.  La  force  est  détruite  par 
la  résistance  du  point;  la  question  se  réduit  donc  toujours 
à  trouver  reffet  d'un  couple  instantané. 

Pour  cela,  nous  supposerons  qu'on  ait  pris  pour  axes  de 
coordonnées  les  trois  axes  principaux  d'inertie  du  corps, 
relatifs  au  point  fixe,  et  nous  désignerons  comme  précé- 
demment par  A,  B,  C  les  moments  d  inertie  par  rapport 
à  ces  axes;  léquation  de  l'ellipsoïde  central  sera 

Si  maintenant  on  décompose  le  couple  donné  en  trois 
autres  ayant  pour  axes  ceux  des  a:,  y  et  5,  et,  pour  moments 
respectifs,  L,  M,  N,  on  sait,  par  un  théorème  général  dé- 
montré précédemment,  que  les  vitesses  que  prendront  tous 
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les  points  du  corps  par  l'effet  du  couple  donné  peuvent  être 
obtenues  en  composant  celles  qu'ils  obtiendraient  par  l'ac- 
tion séparée  des  trois  couples  composants,  agissant  chacun 
sur  le  corps  en  repos  dans  sa  position  donnée.  Or  le  couple 
de  moment  L  étant  situé  dans  le  plan  perpendiculaire  à 
Taxe  principal   des  x  produira  un  mouvement  autour   de 

,  •  ,     ,     ,  L 

cet  axe  même,  avec  une  vitesse  angulaire  w,  égale  a  —  • 

Le  couple  dont  l'axe  est  dirigé  dans  le  sens  des  j'  pro- 
duira un  mouvement  autour  de  cet  axe  avec  la  vitesse  an- 

gulaire  «o  =  n" 

Enfin  le  couple  dont  l'axe  est  dirigé  dans  le  sens  des  :; 
produira  un  mouvement  autour  de  cet  axe  avec   la  vitesse 

angulaire  o)  =  tt- 

Pour  avoir  la  vitesse  résultante  en  chaque  point,  il  fau- 
dra composer  ces  trois  rotations,  ce  qui  se  fera  par  les  règles 
connues  de  la  Géométrie.  L'axe  de  la  rotation  résultante 
fera,  avec  les  axes,  des  angles  a,  6,  y?  dont  les  cosinus 
seront  proportionnels  à  w,  o/,  w",  et  la  valeur  de  celte  ré- 
sultante sera 


y/o)2  H-  w'*  -h  (->"*. 

T^a  question  est  donc  résolue;  mai-^  la  dirrclion  de  cet 
axe  a,  relativement  à  l'ellipsoïde  central,  uiit'  |iositi(ui  re- 
marquable, que  nous  ne  pouvons  nous  dispenser  do  faire 
connaître. 

Le  ravon  de  l'ellipsoïde  qui  fiiit  avec  les  axes  des  angles 

...  ,     ,   L    M    N 

dont  les  cosinus  sont  proporlionnels  a -r-»  tt't^'  renci^nlrc 

sa  surface  en  un  j)oinl  dont  les  oo(^rdonuées  sont  propor- 
tionnelles à  ces  mêmes  valeurs,  et,  par  conséquent,  l'équa- 
tion du  plan  mené  par  Torigine,  parallèlemenf  au  plan  fan- 
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genl  à  rellipsoïde  en  ce  point,  aura  pour  équation 

La:  -—  M  >■  -i-  N\;  z=  o, 

ce  qui  est  précisément  l'équation  du  ])lan  du  couple  donnée 
dont  l'axe  fait  avec  les  axes  de  coordonnées  des  angles  dont 
les  cosinus  sont  proportionnels  à  L,  M,  IS.  De  là  résulte 
cette  remarquable  proj)Osition  due  à  Poinsol  : 

L'axe  de  la  rotation  produite  par  un  couple  sur  un 
corps  solide  qui  a  un  point  fixe  est  le  diamètre  conjugué 
du  plan  du  couple,  dans  l'ellipsoïde  central  relatif  au 
point  fixe. 

On  voit  comment  la  considération  des  axes  principaux 
d'inertie  a  ramené  immédiatement  à  des  mouvements  au- 
tour daxcs  fixes  le  mouvement  beaucoup  moins  simple 
autour  dun  point  fixe. 

Dl-    MOUVEME.XT   CONTINf    AVTOIR    U  l.X    POINT   FIXE. 

31o.  L'état  initial  étant  connu,  il  s'agit  de  déterminer 
le  mouvement  que  prendront  tous  les  points  du  corps,  par 
raction  des  forces  continues  qui  y  sont  appliquées.  Mais  il 
ne  sera  pas  nécessaire  de  calculer  en  fonction  du  temps 
les  coordonnées  de  chacun  de  ces  points;  il  suffirait,  par 
exemple,  d'en  choisir  particulièrement  trois  non  en  ligne 
droite,  et  de  prendre  leurs  coordonnées  pour  inconnues  : 
celles  de  tous  les  autres  points  s'ensuivraient  nécessaire- 
ment. On  pourrait  de  bien  d'autres  manières  réduire  la 
recherche  à  un  nombre  fini  d'inconnues  :  parmi  tous  les 
systèmes  que  l'on  peut  choisir,  le  plus  commode  est  celui 
qui  consiste  à  prendre  trois  droites  rectangulaires  liées 
invariablement  au  corps,  et  passant  par  le  point  fixe.  Si 
l'on  peut  déterminer  à  chaque  instant  leurs  positions  par 
rapport  à  trois  axes  fixes  ayant  pour  origine  le  point  fixe, 
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ils  détermineront  la  position  du  corps  à  chaque  instant,  et, 
par  suile.  celle  de  tous  ses  points,  qui  y  seront  rapportés 
naturellement  comme  à  un  système  d'axes  coordonnés. 

Chacun  de  ces  axes  mobiles  avec  le  corps,  et  que  nous 
désignerons  par  X,,  \,,  Z,,  sera  déterminé  par  les  angles 
que  sa  direction  fera  avec  celles  des  axes  fixes;  il  y  aura 
ainsi  neuf  quantités  inconnues,  mais  entre  lesquelles  il 
existera,  comme  on  sait,  six  équations  de  condition,  ce  qui 
réduit  le  nombre  des  inconnues  à  trois.  On  peut  encore, 
au  lieu  de  ce  système  d'angles  et  d'équations  de  condi- 
tion, considérer  trois  angles,  ç,  à,  0.  indépendants  les 
uns  des  autres,  qui  seront  les  inconnues  définitives  dont 
on  cherchera  à  exprimer  les  valeurs  en  fonction  du 
temps.  L'un  d'eux  sera  l'angle  que  fait  l'axe  Z,  avec  l'axe 
Z;  le  second,  l'angle  que  fait  avec  X  la  trace  du  plan 
X,Y,  surXY;  le  troisième,  l'angle  de  Taxe  X,  avec  cette 
même  trace.  On  a  donné,  dans  les  éléments  de  Géomé- 
trie et  de  Calcul,  les  équations  qui  permettent  de  passer 
d'un  svstème  à  l'autre  ;  nous  ne  nous  occuperons  point  ici 
de  ces  détails. 

Les  inconnues  étant  ainsi  choisies,  il  s'agit  de  trouver 
les  équations  par  lesquelles  on  pourra  les  déterminer.  La 
méthode  sera  toujours  la  même,  on  exprimera  qu'il  y  a 
équilibre  au  moyen  des  liaisons,  entre  les  forces  données 
et  les  forces  d'inertie  de  tous  les  points  matériels;  ce  qui 
fournira,  comme  on  l'a  vu  dans  la  théorie  de  l'équilibre, 
trois  équations  exprimant  l'équilibre  des  couples  prove- 
nant de  la  décomposition  de  chaque  force  en  une  force  ap- 
pliquée au  point  fixe  et  un  couple.  On  aura  ainsi  autant 
d'équations  que  d'inconnues,  et  te  problème  de  mouvement 
sera  ramené  à  un  problème  de  calcul. 

316.  Il  V  a  maintenant  une  observation  importante  à 
faire  sur  le  choix  des  axes  suivant  lesquels  on  fera  la  dé- 


I 
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composition  des  forces.  Quels  qu'ils  soient,  l'équilibre  est 
assuré  en  égalant  à  zéro  chacun  des  couples  composants 
avant  leurs  axes  suivant  ces  trois  droites.  On  pourra  prendre 
certaines  droites  à  une  époque  du  mouvement  et  d'autres 
à  une  autre  époque;  les  équations  ainsi  obtenues  exprime- 
ront toujours  l'équilibre  qui  doit  avoir  lieu,  et  par  consé- 
quent suffiront,  avec  plus  ou  moins  d'avantage,  à  la  déter- 
mination du  mouvement. 

Or  les  trois  directions  qu'il  est  le  plus  avantageux  de 
prendre  sont  celles  des  axes  fixés  au  corps,  et  pour  les- 
quelles on  choisit  les  axes  principaux  d'inertie  relativement 
au  point  fixe.  Seulement,  il  y  aura  quelques  attentions  à 
avoir  pour  l'expression  des  composantes  de  la  force  d'iner- 
tie, qui  est  fort  différente  de  ce  qu'elle  serait  relativement 
à  des  axes  fixes.  Ainsi  ces  composantes,  estimées  par  rap- 

port  aux  axes  fixes  X,  \,  Z,  seront,  au  signe  près,  —j-j  dm, 

—r-rd/n,  —T-T  dm.  ou  les  dérivées  des  composantes  de  la  vi- 
dt-  dt-         ^  ^ 

tesse,  suivant  ces  mêmes  axes. 

On  voit  bien  qu'il  n'en  peut  être  de  même  pour  les  coor- 
données OTi,  j',,  r,,  qui  sont  constantes  pour  une  même 
molécule;  mais  on  pourrait  croire,  au  premier  abord,  que 
les  dérivées  des  composantes  m,  c,  w  de  la  vitesse  du  point 

parallèlement  aux  axes  X,,  Y, ,  Z,,  ou  -r-dm,  -j  dm,  -j-dm, 

sont  bien  les  composantes  de  la  force  motrice  qui  agit 
sur  dm',  ce  qui  serait  une  très  grave  erreur,  comme  on  va 
le  voir. 

Eu  effet.  M,  V,  w  sont  des  fonctions  du  temps  qui  expri- 
ment à  chaque  instant  les  composantes  de  la  vitesse  réelle 
du  point,  estimées  suivant  les  directions  qu'ont  les  axes  X, , 
Y,,  Z,  au  moment  où  l'on  fait  cette  décomposition,  et 
u  -!-  du,  V  -+-  dv,  w  -^  dw  sont  les    composantes  de  la  vi- 
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lesse  après  le  temps  dt^  estimée  suivant  les  nouvelles  di- 
rections des  mêmes  axes  après  ce  temps  dt\  de  sorte  que 
du^  dv,  dw  ne  sont  pas  les  accroissements  des  composante^ 
de  la  vitesse  réelle  du  point,  estimées  suivant  les  Iroi- 
mêmes  axes;  ce  qu'il  faudrait  cependant  pour  que,  en  les 
divisant  par  dt,  on  eût  les  composantes  de  la  force  accélé- 
ratrice. 

Celle  remarque  bien  simple  étant  faite,  on  voit  comment 
on  peut  obtenir  ces  accroissements  des  composantes  de  la 
vitesse  suivant  les  axes  X,,  Y<,  Z,  restant  dans  la  position 
qu'ils  occupent  au  commencement  de  l'intervalle  dt.  Il 
suffiia,  en  effet,  de  chercher  les  composantes,  suivant  ces 
mêmes  axes,  de  la  vitesse  à  la  fin  de  cet  intersalle,  et  d'en 
retrancher  respectivement  u,  t",  tv;  on  aura  alors  les 
composantes  de  la  force  accélératrice  suivant  les  axesX,. 
Y,,  Z,  dans  leur  première  position,  en  divisant  les  restes 
par  dl.  Quant  aux  composantes  suivant  X,,  ^,,  Z|  de  la 
vitesse  après  le  temps  dt,  elles  s'obtiendront  en  projetant 
successivement  sur  ces  trois  axes  les  trois  composantes 
Il  -+-  du,  V  -h  di^",  iv  -+-  div  de  la  vitesse  après  le  temps  df, 
suivant  les  dernières  directions  des  axes  mobiles. 

Connaissant  ainsi  les  composantes  des  forces  d'inertie  pa- 
rallèlement aux  axes  principaux  du  corps,  et  décomposant, 
suivant  les  mêmes  directions,  les  forces  extérieures  don- 
nées, on  formera  facilement  les  trois  équations  de  l'équi- 
libre de  l'ensemble  de  ces  forces,  qui  seront  les  équations 
du  mouvement  du  corps. 

Nous  n'entrerons  pas  dans  les  détails  de  ce  calcul,  et 
nous  nous  bornerons  à  en  donner  le  résultat.  En  représen- 
tant d'abord  par  ii',  r',  iv'  les  composantes  de  la  force  accé- 
lératrice parallèlement  aux  directions  des  axes  mobiles,  el 
par  Xi,  Y,,  /,  les  composantes  parallèles  aux  axes  mobiles 
de  la  force  motrice  appli(|uée  à  un  point  quelconque,  le  prm- 
cipe  de  d'Alembert  fournira  les  trois  équations  suisantes  ; 
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^(^^\  i"'  —  .>i  "')  «"^'^  —  >](x,Yi— ViXi). 

Les  sommes  indiquées  dans  les  premiers  membres  se  rap- 
portent à  la  masse  entière,  et  celles  du  second  aux  forces 
extérieures  qui  peuvent  être  appliquées,  soit  à  tous  les  points 
du  corps,  soit  à  certains  points  particuliers  en  nombre 
fini.  Ces  dernières  peuvent  être  exprimées  à  chaque  instant 
d  après  les  éléments  qui  déterminent  la  position  du  corps; 
ce  sont  donc  des  fonctions  connues  des  angles  ç,  '|i,  0,  et 
peut-être  de  t,  dans  le  cas  où  les  forces  dépendraient  du 
temps. 

Quant  aux  premiers  membres,  ils  auront  une  expression 
extrêmement  simple  si  Ton  choisit  les  axes  principaux 
d'inertie    du    corps    pour  les  axes   X,,   Y,,   Z,.   Alors  les 

sommes    7  r,;,f////,    7  ;,./',f///?,    7  x^v^chn  sont  nulles; 

et  si  l'on  désigne  par  A,  B,  C  les  moments  d'inertie  du 
corps  par  rapport  aux  axes  respectifs  des  X|,j>'i,  c,,  et 
par  L,  M,  N  les  fonctions  connues,  qui  sont  les  expres- 
sions des  seconds  membres,  on  aura  les  trois  équations 
suivantes  : 

a;|^(b-c),.-^l, 


B^=t(C-AW7>- 

-M, 

C^=(.\-B,^>.y-^ 

-N. 

Ces  trois  équations  doivent  être  jointes  à  celles  qui  déter- 
minent />,  </,  r  en  fonction  des  angles  a,  6,  c,  a  ,  ....  Ces 
Duu.  —  Meth.  IV.  '^ 
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dernières  peuvent  s  exprimer  au  moyen  de  trois  angles,  ©, 
?!;,  9  {Cours  de  Mécanique).  En  faisant  cette  transforma- 
tion, on  trouve 

i  d^        ■        ■    .  d'P 

l  p  =  cos©  —, — ^  sincû  sinO  — ^-j 
y  '  dt  ^  dt 

I  ■       d(i  .       dh 

(2)  ;  r7-^-sinc(,^  +  coscpsin0-^, 

[r  =  cosO§+§. 

On  a  ainsi  un  svstème  de  six  équations  différentielles  du 
premier  ordre,  qui  déterminera  les  six  fonctions  p,  q^  /•, 
c,  «1^,  6  en  fonction  de  t.  Les  six  constantes  arbitraires  se 
détermineront  par  les  positions  et  les  vitesses  initiales. 

317.  Ces  équations  ne  peuvent  être  inti'grées  que  dans 
des  cas  particuliers. 

S'il  n'existe  aucune  force  extérieure,  les  équations  (i) 
se  réduisent  à 

(3)  {B^=(C-A),/., 
C^-^^A-BV.7. 

On  tire  facilement  de  ces  équations  les  deux  suivantes  : 

4      dp       ij     dq  dr 

'    dt  '  dt  dt 

va     dp       „,     dq      ^      dr 
^■f'di-^^-'J-dt-^^'di^''^ 


A/>»  t  B7»-+-C/-  —  A, 
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//  et  k  étant  des  constantes  qui  seront  déterminées  par  Tétat 
initial.  Tirant  de  ces  équations  les  valeurs  de />  et  q,  et  les 
reportant  dans  la  troisième,  on  aura 

C^/ÂBdr 

'  4  )  ''f 


V  A*— BA4-G(B  — C)/-  v^A//  — A^^C(C  — A)r'- 

(Jette  expression  ne  peut  être  intégrée  sous  forme  finie 
que  si  deux  des  trois  moments  d'inertie  A,  B,  C  sont  égaux, 
ou  si  A-  est  égal  à  l'une  des  trois  quantités^A/i,  Bh,  Ch. 
Effectuant  alors  l'intégration,  on  aura  t  en  fonction  de  /•, 
doù  /•  en  fonction  de  t,  et,  par  suite  aussi,  p  et  q.  Il  ne 
restera  plus  alors  qu'à  déduire  des  équations  (2)  les  valeurs 
de  5.  'l,  0. 

Mais  il  sera  plus  avantageux  de  faire  usage  du  principe 
des  aires,  et  de  prendre  pour  plan  des  x  et  jk  le  plan  inva- 
riable du  maximum,  ou,  en  d'autres  termes,  celui  du  couple 
résultant  des  quantités  de  mouvement,  lequel  est  constant 
en  direction  et  en  grandeur,  puisque  les  foi'ces  extérieures 
sont  nulles. 

De  là  résulteront  les  équations  suivantes  (Cours  de  Mé- 
raniqiip)  : 

Xp        .   ,    .  B7        .   ,  G/- 

(15)       -j-=:  sinO  sino,      — -i- =  sm6  cosç.,      -p-=;cosO. 

A'  'A'  A" 

/,    désignant   la   valeur   constante    connue   du    moment  du 


couple  résultant  y  \-p-  -f  H-q-  -t-  C-/"-. 

Ces  trois  dernières  équations  se  réduisent  à  deux,  parce 
que  la  somme  de  leurs  carrés  est  une  identité.  On  ne  pourra 
donc  en  tirer  que  les  valeurs  de  deux  des  angles.  On  obtien- 
dra ainsi 

tango-  ^,      cosO.-— , 
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et  l'on  n'aura  recours  aux  équations  (2  j  que  pour  la  déter- 
mination de  •!>. 

Pour  cela,  on  éliminera  -7-  des  deux  premières,  et  l'on 

at  ' 


o  sin  ©  -r-  7  cos  es  -—  sin  0  — r- 
'  '  cit 


ou,  d'après  les  équations  (^5), 


,    .        '    —  sin  6  -7^  , 
k  sni  6  (// 


ou 


\p-^Bcf-  —  kli 


C-/-\  r/J/ 


remplaçant  A/>-  —  B^-  par  son  égal  //  —  C/-,  on  aura 

Si  l'on  remet  maintenant  pour  cit  son  expression  (4),  on 
aura  à  effectuer  une  quadrature  qui  sera  possible  sous  forme 
finie  dans  les  mêmes  cas  que  celle  de  dt. 

Nous  renvoyons,  pour  les  détails,  au  Cours  de  Méca- 
ni(/uc,  où  l'on  trouvera  la  démonstration  de  quelques-uns 
des  beaux  théorèmes  que  Poinsot  a  fait  connaître. 


DU    DOUntE    MOUVEMENT    D  UN    CORPS    SOLIDE    LIBRE. 

318.  Lors(|u'un  svstcnic  rigide  est  passé  d'une  position  à 
une  autre,  on  aurait  pu  1  v  faire  ani\er  en  lui  donnant  un 
iiioiiN  (iiH'iil  tic  fn/ns/ntion  |)ar  lequel  tous  les  points  ilécri- 
raient  des  droites  égales  et  parallèles  à  celle  qui  joiiulrait  la 
première  cl  lu  seconde  position  d'un  de  ses  points,  choisi  à 
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volonlé:  puis  en  donnant  au  système  un  mouvement  con- 
venable autour  de  ce  point  fixe. 

Le  point  choisi  pour  opérer  la  translation  est  arbitraire, 
et  il  V  a  par  conséquent  une  infinité  de  manières  de  faire 
passer  un  corps  d'une  position  à  une  autre  par  une  trans- 
latiou  et  une  rotation  :  ce  n'est  là  qu'une  question  de  Géo- 
métrie, dans  laquelle  la  considération  des  forces  n'entre 
pas.  Mais  lorsque  le  mouvement  est  continu  et  produit 
par  des  forces  données,  il  n'y  a  plus  rien  d'arbitraire,  et  il 
s'agit  de  déterminer  toutes  les  positions  successives  dans 
lesquelles  se  trouve,  effectivement,  le  corps  à  chaque  in- 
stant. 

La  méthode  qui  conduira  aux  équations  du  mouvement 
consistera  toujours  à  exprimer  l'équilibre  entre  les  forces 
extérieures  appliquées  au  corps,  et  les  forces  d'inertie  dé- 
veloppées par  tous  ses  points  :  ces  équations  seront  au 
nombre  de  six,  puisque  le  corps  est  entièrement  libre. 
Quant  au  mode  de  détermination  du  corps,  on  considérera, 
comme  dans  le  problème  précédent,  trois  axes  qui  lui 
soient  invariablement  liés,  et  l'on  verra  bientôt  l'avantage 
qu'il  \  aura  à  choisir  le  centre  de  gravité  pour  leur  point 
de  rencontre.  On  prendra  alors  pour  inconnues  les  coor- 
données du  centre  de  gravité,  et  les  angles  que  les  direc- 
lion^  de  ces  axes  font  avec  celles  d'axes  fixes  ;  ou  sim- 
plement trois  angles  analogues  à  ceux  que  nous  avons 
employés  dans  la  question  précédente.  On  aura  ainsi  six 
équations  et  six  inconnues,  et  le  problème  sera  déterminé. 

On  voit  que  la  question  est  beaucoup  plus  compliquée 
que  la  précédente,  dans  laquelle  le  point  de  rencontre  des 
axes  mobiles  était  fixe.  Aussi  nous  bornerons-nous  à  faire 
connaître  une  décomposition  remarquable  de  ce  mouve- 
ment, dont  la  démonstration  n'exige  aucun  calcul. 

Nous  nous  occuperons  d'abord  de  la  détermination  de 
l'état    initial,    résultant    de    forces   instantanées   appliquées 
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au  corps  à  l'état  de  repos.  Nous  considérerons  ensuite  les 
étals  résultant  de  l'état  initial  et  de  l'action  des  force?  con- 
tinues. 

319.  Mouvement  initial  produit  par  des  forces  instan- 
tanées. —  Toutes  ces  forces  peuvent  être  réduites  à  une  ré- 
sultante appliquée  au  centre  de  gravité  et  à  un  couple  :  et 
nous  avons  démontré  qu'on  peut  calculer  séparément  l'eflet 
produit  par  l'une  et  l'autre  sur  le  corps  partant  du  repos, 
puis  composer  les  vitesses  acquises  dans  ces  deux  cas. 
Examinons  successivement  ces  deux  effets. 

Nous  savons  d'abord  que  le  centre  de  gravité  prendra 
le  même  mouvement  que  si  toute  la  masse  y  était  réunie  et 
que  toutes  les  forces  v  fussent  transportées  parallèlement  à 
elles-mêmes;  ce  qui  donnerait  ainsi  la  résultante  même, 
puisque  les  deux  forces  du  couple  s'y  détruiraient.  Cette 
foi'ce  étant  connue,  ainsi  que  la  masse  totale,  la  vitesse  ini- 
tiale du  centre  de  gravité  le  sera  par  suite. 

Reste  à  connaître  les  vitesses  initiales  produites  sur  tous 
les  autres  points  par  l'action  de  celte  même  force. 

320.  Effet  d'une  force  appliquée  au  centre  de  gravité 
d'un  corps.  —  Si  l'on  décompose  le  corps  en  éléments  in- 
finiment petits  en  tous  sens,  la  force  donnée  pourra  être 
décomposée  en  forces  parallèles,  appliquées  à  ces  éléments 
proportionnellement  à  leurs  masses.  Si  tous  ces  éléments 
étaient  libres,  ils  se  mouvraient  parallèlement  à  la  force 
donnée,  avec  une  vitesse  égale  au  rapport  de  la  force  qui 
Icurest  appliquée,  à  leur  masse,  et  par  conséquent  au  rap 
pori  de  la  lorco  totale  à  la  masse  totale;  ce  (]ui  n'est  autre 
cb()S«'  (pie  la  vitesse  du  cenlre  de  gravité.  D'où  l'on  conclut 
(\i\  une foice  (jucIco/k/uc,  <//>/di</uce  au  centre  de  gravité 
d  un  corps  solide,  fait  ac</ué/irà  tous  ses  points  une  vitesse 
égale,  pctrallèle  ii  la  force,  et  la  /ncnic  que  si  traite  la 
niasse  était  réunie  au  centre. 
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Si  la  force  est  de  celles  qu'on  appelle  instantanées,  la 
vitesse  acquise  pendant  le  temps  extrêmement  petit  de  son 
action  sera  une  vitesse  linic.  Si  au  contraire  c'est  une  force 
finie,  la  vitesse  acquise  dans  un  temps  infiniment  petit 
sera  infiniment  petite,  et  la  proposition  précédente  subsis- 
tera toujours.  Dans  le  cas  où  cette  force  finie  agirait  pen- 
dant un  temps  fini,  dans  une  direction  constante,  les  vi- 
tesses acquises  s'ajouteraient  et  produiraient  une  vitesse 
finie,  déterminée  toujours  par  le  même  théorème. 

321.  Maintenant  que  nous  connaissons  l'effet  d'une  force 
quelconque  appliquée  au  centre  de  gravité  d'un  corps  libre, 
et  dans  le  cas  actuel  cette  force  étant  la  résultante  de  toutes 
les  forces  instantanées  qui  doivent  produire  l'état  initial, 
nous  pouvons  énoncer  cette  proposition  : 

L'effet  produit  par  la  résultante  des  forces  instanta- 
nées transportées  au  centre  de  gravité  est  de  faire  ac- 
quérir à  tous  les  points  des  vitesses  parallèles  à  cette 
force  et  égales  à  celle  qui  aurait  lieu  si  toute  la  niasse 
était  réunie,  et  toutes  les  forces  transportées,  au  centre  de 
gravité. 

322.  Effet  du  couple  instantané.  —  Passons  à  l'effet  du 
couple  instantané,  appliqué  au  corps  en  repos. 

Le  centre  de  gravité  ne  sera  pas  déplacé,  puisque  les 
deux  forces  du  couple  transportées  en  ce  point  se  détrui- 
raient; d'où  l'on  conclut  que  rien  ne  serait  changé  dans 
l'effet  produit,  si  l'on  fixait  invariablement  ce  point. 

Mais  alors  on  pourrait  introduire  en  ce  point  la  résul- 
tante générale,  puisqu'elle  serait  détruite  par  la  résistance 
du  point  fixe  :  on  peut  donc  dire  que  l'effet  du  couple  est 
le  même  que  serait  celui  de  toutes  les  forces  données,  si 
Von  fixait  le  centre  de  gravité.  D'où  résulte  enfin  cette 
proposition  générale  cjui  donne  la  détermination  de  l'état 
initial   : 
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Les  vitesses  que  prennent  instantanément  les  différents 
points  d'un  corps  solide  libre  peuvent  être  considérées 
comme  les  résultantes  de  celles  qui  se  rapporteraient  à 
deux  mouvements  distincts  :  l'un  de  translation,  produit 
par  les  forces  d'impulsion  transportées  parallèlement  à 
elles-mêmes  au  centre  de  gravité;  l'autre  de  rotation, 
produit  par  le  système  même  des  forces  données,  agissant 
sur  le  corps  dont  le  centre  de  gravité  aurait  été  invaria- 
blement fixé. 

Au  moyen  de  cette  proposition,  le  mouvement  initial  du 
corps  est  entièrement  connu,  puisque  l'on  sait  déterminer 
celui  d'un  corps  autour  d'un  point  fixe.  Quant  à  ce  qu'il 
deviendra  par  la  suite,  nous  savons  que  le  centre  de  gra- 
vité se  mouvra  de  la  même  manière  que  si  toute  la  masse  y 
était  réunie,  et  que  toutes  les  forces  continues  y  fussent 
transportées,  sans  changer  de  grandeur  et  de  direction.  Mais 
ces  forces,  dépendant,  en  général,  de  la  position  des  points, 
se  trouvent,  par  cela  même,  dépendantes  du  mouvement  de 
rotation  ;  de  sorte  que  l'on  ne  peut  calculer  séparément  le 
mouvement  du  centre  de  gravité  du  corps,  excepté  dans  le 
cas  particulier  où  les  forces  auraient  des  directions  et  des 
intensités  constantes,  comme  par  exemple  dans  le  cas  de  la 
pesanteur. 

Au  reste,  on  peut  toujours  établir  la  mènie  proposition 
relativement  aux  forces  continues,  que  relativement  aux 
forces  instantanées.  En  efl'et,  considérons  le  corps  à  un 
instant  quelconque:  on  peut  supposer  qu'il  part  du  repos 
et  qu'il  est  sollicité,  à  un  rùté,  par  des  forces  instantanées 
qui  donneraient  à  cl)a(]ue  point  la  vitesse  qu'il  a;  d'un  autre 
côté,  par  les  Ibrces  continues  qui  ne  peuvent  produire  que 
des  vitesses  infininu-iil  |>(liles  dans  un  inItMNalle  dt"  teinp>^ 
infinunent  petit,  et  que  l'on  peut  regarder  comme  des 
forces  instantanées  agissant  au  commencement  de  cet  in- 
tervalle de  temps  infiniment  petil.   Or,  d'après  le  principe 
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que  nous  avons  rappelé,  on  peut  déterminer  séparément 
les  vitesses  produites  par  ces  deux  systèmes,  et  les  composer 
ensuite.  Le  premier  produira  Teffet  qui  avait  réellement 
lieu  à  l'instant  considéré;  le  second  est  identique  avec  celui 
que  nous  avons  discuté  d'abord,  et,  par  conséquent,  il  pro- 
duira une  vitesse  de  translation  infiniment  petite,  due  à 
toutes  les  forces  continues  transportées  parallèlement  à 
elles-mêmes  au  centre  de  gravité,  et  un  mouvement  de 
rotation  autour  du  centre  de  gravité  rendu  fixe,  produit 
par  toutes  ces  forces  dans  leur  véritable  position. 

Ainsi  donc,  5^  l'on  conçoit  par  le  centre  de  gravité  du 
corps  trois  axes  rectangulaires  qui  se  meuvent  parallè- 
lenicnt  à  eux-mêmes,  leur  point  de  rencontre  se  mouvra, 
comme  si  toute  la  masse  du  corps  y  était  réunie,  et  que 
toutes  les  forces^  instantanées  ou  continues,  y  fussent  ap- 
pliquées; et  le  mouvement  du  corps,  par  rapport  à  ces 
axes,  sera  le  même  que  si  leur  point  de  rencontre  était 
invariablement  fixé,  et  que  toutes  les  forces  qui  sollicitent 
à  chaque  instant  les  différents  points  dans  le  mouvement 
réel  fussent  appliquées  de  la  même  manière  à  ces  mêmes 
points. 

323.  Application  à  l'ellipsoïde  pesant.  —  Supposons 
qu'un  ellipsoïde  homogène  reçoive  une  impulsion  dont  la 
direction  soit  comprise  dans  le  plan  de  deux  de  ses  axes 
principaux  relatifs  à  son  centre  de  gravité,  et  soit  ensuite 
abandonné  à  l'action  de  la  pesanteur.  Désignons  par  '^v  la 
quantité  de  mouvement  qui  mesure  la  force  instantanée, 
par  /  la  distance  de  cette  force  au  centre,  par  ^  et  c  les 
deux  demi-axes  qui  sont  dans  le  plan  de  la  force,  et  par  a 
le  troisième;  enfin  par  M  la  masse  de  l'ellipsoïde,  et  par  V 
la  vitesse  initiale  de  son  centre  de  gravité. 

Le  centre  de  gravité,  qui  est  le  centre  de  l'ellipsoïde,  de- 
vant se  mouvoir  comme  si  la  masse  M  v  était  concentrée, 
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et  fût  sollicitée  au  premier  instant  par  la  force  ;j.i-,  puis 
par  son  poids,  ce  point  prendra  d'abord,  dans  une  direc- 
tion parallèle  à  celle  de  l'impulsion,  une  vitesse  dont  la 
valeur  sera 

et  il  décrira  une  parabole  tangente  à  celte  direction  ini- 
tiale, et  dont  l'équation  se  calculera  comme  dans  le  cas  d'un 
point  libre.  Pour  connaître  son  mouvement  par  rapport  à 
trois  axes  passant  par  son  centre  et  parallèles  à  des  direc- 
tions fixes,  il  faut  supposer  que  le  centre  soit  fixe  et  que 
la  force  d'impulsion  et  la  pesanteur  agissent  sur  l'ellipsoïde 
ainsi  assujetti.  Mais  on  peut  faire  abstraction  de  la  pesan- 
teur, puisque  le  centre  de  gravité  est  fixe,  et  il  suffit 
de  déterminer  la  rotation  produite  par  l'impulsion.  Cette 
force  étant  située  dans  un  plan  perpendiculaire  à  une 
droite  qui  est  un  axe  principal  relativement  au  point  où 
elle  est  coupée  par  ce  plan,  et  de  plus  ce  point  étant  ti\e. 
il  s'ensuit  que  le  mouvement  aura  lieu  indéfiniment  autour 
de  cet  axe.  La  vitesse  angulaire  w  s'obtiendra  en  divisant  le 
moment  \i.vf  de  la  force  par  le  moment  d'inertie  du  corps 
par  rapport  à  l'axe  fixe;  on  aura  donc 

5  a  »7 

ou,  en  introduisant  la  vitesse  V  initiale' du  centre  de  gra- 
vité, 

On  voit  donc  que  Taxe  de  rotation  se  transporte  parallèle- 
ment à  lui-même,  et  que  le  corps  tourne  unitormémenl 
autour  de  cette  droite,  que  l'on  pourra  déterminer  à  chaque 
instant,  puisque  l'on  connaît  le  mouvement  du  centre  de  gra- 
vité (|ui  eu  est  le  milieu.  On  déterminera  donc  lacilement 
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la  position  de  tous  les  points  de  Tellipsoïde,  à  un  instant 
t|uelconque. 

Dans  le  cas  où  il  serait  réduit  à  une  sphère  pleine  ou 
creuse,  homogène  ou  seulement  formée  de  couches  homo- 
gènes, tout  diamètre  serait  un  axe  principal;  le  mouvement 
de  rotation  aurait  lieu  autour  de  celui  qui  serait  perpendicu- 
laire au  plan  mené  par  le  centre  et  par  la  direction  de  la 
force  d'impulsion,  et  la  direction  de  cet  axe  serait  constam- 
ment parallèle  à  elle-même. 

Le  mouvement  de  rotation  de  cette  sphère  ne  serait  pas 
altéré  si  tous  les  points  étaient  attirés  vers  d'autres  points 
par  des  forces  proportionnelles  aux  masses  et  à  une  fonc- 
tion de  la  distance,  parce  que  la  résultante  des  actions 
exercées  par  un  point  quelconque  sur  la  masse  entière  de 
la  sphère  passerait  par  son  centre  de  gravité.  Mais  si  le 
corps  était  tant  soit  peu  différent  d'une  sphère,  il  n'en  se- 
rait plus  ainsi;  et  c  est  ce  qui  arrive  par  exemple  dans  le 
cas  de  la  terre. 


CHAPITRE  XXVI. 

DU  MOUVEMENT  D'UN  SYSTÈME  DE  POINTS  LIBRES 
SOUMIS  A  LEUR  ACTION  MUTUELLE. 


324.  Cette  question  est  une  des  plus  importantes  de  la 
Mécanique  céleste,  et  constitue  la  première  et  la  plus 
grande  partie  du  problème  du  système  du  monde. 

En  ofTet.  nous  avons  reconnu  que  toutes  les  molécules 
de  la  matière  s'attirent  mutuellement  dans  le  rapport  des 
masses,  et  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance.  Dans 
cette  loi  dattraclion,  des  sphères  composées  de  couches  con- 
centriques homogènes  s'attirent  comme  si  leurs  masses 
étaient  réunies  en  leurs  centres  respectifs;  et,  de  plus, 
d'après  un  principe  général,  leurs  centres  de  gravité  doivent 
se  mouvoir  de  la  même  manière  que  si  cette  concentration 
de  la  matière  avait  lieu. 

Or  les  planètes  et  leurs  satellites  ont  une  forme  sensible- 
ment sphérique,  et  leur  formation  vraisemblable  donne 
lieu  de  croire  qu'elles  sont  composées  de  couches  concen- 
triques homogènes.  On  peut  donc  dans  la  recherche  du 
mouvement  de  leurs  centres  de  gravité,  qui  sont  leurs 
centres  de  figure,  les  considérer  comme  réduites  à  de 
simples  points,  ayant  la  masse  de  ces  corps  eux-mêmes, 
cl  s'allirant  mutuellement,  proporhonnollemcnl  à  leurs 
masses  et  en  raison  inverse  du  carré  de  leurs  dislances. 

Si  l'on  pouvait  résoudre  ce  premier  problème,  il  reste- 
rait encore  à  connaître,  pour  chacun  de  ces  corps,  son 
mouvement  de  rotation  autour  de  son  centre  de  gravité. 
Or  on  connaîtrait  à  chaque  instant  la  position  de  tous  ces 


CHAPITRE    \XVI.  :\/f'i 

cfiilres,  que  rc»n  [jcul  regarder  comme  les  poinls  dap- 
plicalion  des  forces  qui  agissent  sur  lous  les  poinls  d'un 
quelconque  de  ces  corps  ;  le  mouvement  de  rotation  de 
chacun  d'eux  rentrerait  donc  dans  la  question  examinée 
précédemment. 

Rien  n'est  plus  facile  que  de  former  les  trois  écjuations 
du  mouvement  de  chacun  des  points  libres  qui  s'attirent 
ou  se  repoussent  mutuellement,  proportionnellement  à 
leurs  masses  et  à  une  fonction  donnée  ç(/)  de  leur  dis- 
tance /•.  En  effet,  si  l'on  désigne  par  (x,^v',  ;),  (x',y,  z'), 
(x",y',  z"),  ...  les  coordonnées  de  ces  différents  points, 
par  m,  /«',  m",  .  .  .  leurs  masses,  les  composantes  de  la 
force  totale  qui  s'exerce  sur  le  premier  sera,  en  désignant 
par  /■',  /■',  .  .  .  ses  distances  aux  autres  et  supposant  toutes 
les  actions  attractives. 


mm'  •''     ,    ''  5(r')-^mm":^——^o( /•")--.. 
mm —  s  (  /■  j  -T-  mm    ■ ^f—  ç>  (  /'  )  -r-  .  . 


mm'  - — -j-^  '■?(/■')  -^  mm"  - — j-^  9(''''  '  -• 


Si  l'une  des  actions  était  répulsive,  il  faudrait  changer 
do  signes  les  termes  qui  renferment  la  distance  correspon- 
dante. 

^     ,  •  •  .  .         (/'.r 

Lgalant  respectivement  ces  trois   expressions  a  rn  —j-^  , 

m  — rr'  '^'  -rr  '  O"  aura  les  trois  équations  du  mouvement 

du  premier  point. 

En  agissant  de  même  pour  tous  les  autres,  on  aura  au- 
tant d'équations  que  de  coordonnées,  et  comme  les  variables 
/•',  r",  .  .  .  s'expriment  au  moyen  des  coordonnées,  il  ne 
reste  qu'une  seule  variable  indépendante,  qui  est  le  temps, 
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et  le  problème  du  mouvement  de  tous  les  points  est  ramené 
au  problème  de  l'intégration  d'un  système  d'équations  dif- 
ierentielles. 

325.  Mais  ces  équations,  n'étant  pas  linéaires,  ne  peuvent 
(j-énéralement  être  intégrées,  sous  forme  finie,  même  en 
acceptant  les  quadratures  comme  des  opérations  toujours 
praticables.  Les  principes  généraux  en  donneront  bien 
quelques  intégrales;  mais  elles  sont  insuffisantes,  même 
dans  le  cas  où  le  système  ne  se  compose  que  de  trois 
points. 

Ainsi,  le  principe  du  mouvement  du  centre  de  gravité 
apprend  que  ce  point  se  mouvra  uniformément,  en  ligne 
droite,  puisque  toutes  les  forces,  étant  deux  à  deux  égales 
et  opposées,  se  détruisent  quand  on  les  transporte  en  un 
même  point;  et,  comme  l'état  initial  de  tous  les  points  fait 
connaître  la  direction  et  la  grandeur  de  la  vitesse  du  centre 
de  gravité,  son  mouvement  est  complètement  déterminé. 
Ses  coordonnées  sont  donc  des  fonctions  linéaires  connues  du 
temps;  or  elles  peuvent  s'exprimer  en  fonctions  linéaires 
de  celles  des  points  donnés;  il  résultera  donc  de  là  trois 
équations  linéaires  entre  les  coordonnées  de  tous  les  points 
et  le  temps. 

Le  principe  des  aires  en  donne  trois  autres  entre  ces 
coordonnées  et  leurs  premières  dérivées. 

Enfin  le  principe  des  forces  vives  qui  a  lieu,  puisque  les 
actions  mutuelles  ne  sont  fonctions  que  de  la  distance, 
donnera  une  nouvelle  équation  entre  ces  mêmes  quantités. 

On  aura  donc  ainsi  sept  équations,  dont  quatre  encore 
renferment  des  dilférentielles  d<'  premier  ordre. 

Mais  le  nombre  des  coordonnées  est  plus  grand  «lue 
sept  dès  qu'il  y  a  plus  de  deux  points,  et  l'intégration 
devient  impossible  d'une  manière  générale. 

Onand    il   n'v   a    (pie    deux  points,    c'est   le   proliièinc    du 
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soleil    et    d  une   planète,   supposés    coniplètcinent  isolés   : 
nous  l'avons  traité  précédemment. 

Quand  il  y  a  trois  points,  la  question  [est  celle  du  soleil, 
de  la  terre  et  de  la  lune,  sans  aucune  action  étrangère  :  c'est 
le  célèbre  problème  des  trois  corps,  qui  a  tant  occupé  les 
géomètres,  et  dont  on  n'a  pu  trouver  la  solution  exacte. 

On  peut  juger  par  là  de  la  difficulté  du  problème  qui 
embrasserait  tout  le  système  solaire,  dont  le  nombre  des 
corps  est  déjà  considérable,  et  s'accroît  encore  tous  les 
jours.  Heureusement  qu'il  y  a  quelques  circonstances  qui 
rendent  un  peu  plus  facile  le  calcul  des  approximations, 
comme  nous  allons  le  faire  concevoir  sommairement. 

En  effet,  parmi  tous  ces  corps  il  y  en  a  un  d'une  masse 
beaucoup  plus  grande,  non  seulement  que  cbacun  des 
autres,  mais  même  que  leur  ensemble  :  c'est  le  soleil.  Les 
autres  sont  en  général  à  de  très  grandes  distances  les  uns 
des  autres,  et  leur  action,  étant  proportionnelle  à  la  masse 
et  on  raison  inverse  du  carré  de  la  distance,  est  incompara- 
blement moindre  que  celle  que  le  soleil  exerce  sur  eux; 
on  peut  donc  la  négliger  dans  une  première  approxima- 
tion :  ce  qui  ramène  à  la  considération  de  deux  corps  seu- 
lement. 

Toutefois,  il  y  a  quelques  groupes  composés  de  corps 
beaucoup  plus  voisins  les  uns  des  autres,  et  dont  il  sem- 
blerait qu'on  ne  peut  négliger  ainsi  les  actions  mutuelles; 
mais  il  se  trouve  que  l'un  d'eux  est  beaucoup  plus  grand 
que  tous  les  autres  ensemble,  et  par  conséquent  encore 
on  peut  commencer  par  faire  abstraction  de  ces  derniers, 
et  calculer  le  mouvement  du  plus  considérable  soumis  à 
l'action  seule  du  soleil  :  c'est  le  cas,  ])ar  exemple,  de  Jupiter 
et  de  ses  satellites. 

Quant  au  mouvement  de  ces  derniers,  on  remarquera 
d'abord  que,  vu  la  presque  égalité  des  distances  de  tous  les 
points  du   groupe  au   centre  du  soleil,  les  forces  accéléra- 
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trices  |)rovenant  de  ce  dernier  peuvent  être  considérées 
comme  égales  et  parallèles,  et,  par  conséquent,  ne  changent 
rien  au  mouvement  relatif  de  tous  ces  points  soumis  à  leur 
action  mutuelle.  On  est  donc  ainsi  ramené  à  la  détermina- 
tion du  mouvement  relatif  de  points  en  beaucoup  moindre 
nombre,  et  dont  l'un  est  d'une  masse  très  considérable  par 
rapport  aux  autres  :  problème  analogue  à  celui  du  soleil  et 
des  planètes,  et  qui  donnera  lieu  aux  mêmes  simplifications 
dans  une  première  approximation. 

Après  ce  premier  travail,  il  faut  passer  à  un  autre  beau- 
coup plus  pénible  :  il  faut  tenir  compte  des  forces  négli- 
gées, qui  modifient  les  résultats  et  produisent  dans  les 
mouvements  ce  que  l'on  appelle  des  perturbations.  Nous 
n'essaverons  pas  de  donner  une  idée  des  méthodes  em- 
ployées à  cet  effet;  notre  unique  but  est  de  tracer  la  marche 
générale  suivie  dans  la  solution  d'une  question  si  compli- 
quée. 

326.  Mais  le  problème  du  système  solaire  ne  serait  pas 
résolu,  lors  même  qu'on  parviendrait  à  connaître  suffisam- 
ment le  mouvement  des  centres  des  corps  qui  composent 
le  système  tout  entier  :  il  resterait  encore  à  déterminer 
leurs  mouvements  de  rotation  autour  de  leurs  centres  de 
gravité,  et  surtout  celui  de  la  terre,  qui  est  pour  l'homme 
d'un  intérêt  si  particulier.  Quoique  cette  question  rentre 
dans  celle  qui  a  été  traitée  dans  les  Chapitres  précédents, 
nous  ne  pouvons  nous  empêcher  d'en  dire  quelques  mots  à 
propos  du  système  du  monde. 

C'est  Newton  qui  s'est  occupé  le  premier  de  celte  im- 
portante (juestion.  Il  a  d'abord  remarqué  (juc,  la  terre 
n'étant  pas  parfaitement  sphérique,  lu  résultante  des  actions 
exercées  sur  elle  parles  dill'érenls  points  du  soleil  ne  devait 
pas  passer  par  son  centre,  et,  par  des  considérations  que 
nous   ne    pomoiis    dt'veloppcr,    il    a   ealculé   I  ellet    produit 


CHAPITRE   XXVI.  .i4g 

par  le  soleil  sur  la  portion  de  la  terre  qui  dépasse  la  sphère, 
dont  le  diamètre  est  la  dislance  de  ses  deux  pôles.  Il  est 
parvenu,  malgré  le  peu  de  ressources  que  lui  offrait  l'état 
de  la  science,  à  ce  grand  résultat  :  que  cette  action  devait 
produire  sur  Taxe  de  la  terre  un  mouvement  très  lent 
autour  de  l'axe  de  l'écliptique.  Ainsi  léquateur  terrestre, 
toujours  également  incliné  sur  le  plan  de  l'écliptique, 
devait  le  couper  suivant  une  ligne  variable  faisant  une 
révolution  entière  dans  un  intervalle  de  plus  de  vingt-six 
mille  années.  Les  points  d'intersection  de  cette  ligne  avec 
la  circonférence  de  l'écliptique  étant  les  points  équinoxiaux, 
il  en  résulterait  pour  ces  points  le  mouvement  régulier  de 
précession  que  l'on  connaissait  depuis  si  longtemps,  et  dont 
on  ne  soupçonnait  même  pas  la  cause. 

Mais  la  loi  de  la  précession  des  équinoxes  est  légèrement 
troublée  par  l'action  de  la  lune,  qui,  par  un  effet  semblable 
à  celui  du  soleil  sur  le  ménisque  terrestre,  produit  sur  l'axe 
de  la  terre  une  légère  déviation  qui  s'accomplit  dans  une 
période  d'environ  dix-huit  ans,  et  à  laquelle  on  a  donné  le 
nom  de  natation. 

La  théorie  de  Newton  l'a  ainsi  conduit  à  l'explication 
des  mouvements  du  globe  terrestre,  considéré  dans  son 
ensemble  comme  un  corps  de  figure  invariable  ;  mais  il  lui 
a  été  donné  "ncore  de  reconnaître  les  causes  des  mouve- 
ments périodiques  qui  ont  lieu  à  la  surface  de  l'Océan,  et 
que  Galilée  lui-même  n'avait  pas  soupçonnées.  Il  a  reconnu 
que  cette  sorte  de  perturbation,  que  l'on  nomme  ^wx  et 
rejlux^  était  due  à  l'inégalité  de  l'attraction  exercée  sur 
les  différents  points  de  la  terre,  tant  par  le  soleil  que  par 
la  lune.  Galilée,  après  avoir  réfuté  différentes  explications 
de  ce  remarquable  phénomène,  en  a  donné  lui-même  une 
tout  aussi  inadmissible;  mais,  ne  connaissant  pas  la  gra- 
vitation universelle,  il  ne  pouvait  en  trouver  la  vraie 
théorie, 

DuH.  —  Méth.  IV.  ag 
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Nous  n'en  dirons  pas  davantage  sur  le  grand  problème 
du  mouvement  d'un  système  de  corps  libre  ;  pour  les  détails 
et  les  calculs  qui  s'y  rapportent,  nous  ne  pouvons  que  ren- 
voyer aux  Mémoires  et  aux  Traités  spéciaux  de  Mécanique 
céleste. 

Nous  n'avons  voulu  que  poser  la  question  et  en  indiquer 
les  grandes  divisions  :  nous  ne  pouvons  faire  plus,  d'après 
l'objet  de  cet  Ouvrage;  mais  nous  n'avons  pas  cru  devoir 
faire  moins. 


RÉSUMÉ. 


1.  Dans  celle  Partie  de  noire  Ouvrage,  nous  nous 
sommes  proposé  de  donner  un  exemple  de  l'application 
de  nos  méthodes  générales  à  la  formation  d'une  science 
de  raisonnement,  dont  les  éléments  dépendraient  du  sys- 
tème matériel  au  milieu  duquel  nous  vivons. 

Nous  avons  choisi  à  cet  elTet  la  propriété  la  plus  simple 
et  la  plus  générale  de  la  matière,  qui  joue  un  rôle  dans 
presque  tous  les  phénomènes  que  nous  ofTrent  les  corps, 
indépendamment  de  l'espèce  particulière  de  la  matière  qui 
les  compose,  et  se  présente  par  conséquent  la  première  à 
notre  étude  :  cette  propriété  est  la  mobilité. 

2.  On  reconnaît  bientôt  que  le  plus  ordinairement  le 
déplacement  d'une  portion  quelconque  de  matière  n'est 
pas  spontané  et  est  dû  à  quelque  chose  en  dehors  d'elle; 
et  cette  observation  est  si  générale,  que,  lors  même  que 
cette  cause  nous  est  cachée,  nous  sommes  portés  à  admettre 
qu'elle  existe.  Ces  causes  de  mouvement,  que  nous  trou- 
vons en  nous-mêmes,  et  dont  nous  avons  le  sentiment  toutes 
les  fois  que  nous  déplaçons  un  corps,  nous  les  nommons 
des  forces. 

Une  force  met  un  corps  libre  en  mouvement;  mais  plu- 
sieurs forces  agissant  sur  un  même  corps,  pourraient  se 
détruire  mutuellement,  et  le  corps  ne  serait  pas  déplacé. 
Dans  ce  cas,  on  dit  que  ces  forces  sont  en  équilibre. 
L'objet  que  nous  avons  eu  en  vue  a  été  l'étude  de  ces 
mouvements  ou  de  ces  équilibres;  et  l'ensemble  de  leurs 
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lois,  c'est-à-dire  des  rapports  nécessaires  résultant  de  Tac- 
lion  des  forces  sur  les  corps,  constitue  la  science  des  forces. 

3.  Pour  qu'elle  devienne  une  science  de  raisonnement, 
il  faut,  comme  nous  l'avons  dit  précédemment,  connaître 
la  nature  des  forces ,  c'est-à-dire  connaître  assez  de  pro- 
priétés des  forces,  pour  que  tous  leurs  effets  en  soient  des 
conséquences  nécessaires. 

Ces  propriétés  fondamentales,  qui  renferment  virtuelle- 
ment la  science  entière,  ne  peuvent  être  obtenues  que  par 
l'observation  des  phénomènes;  car  le  monde  matériel  au- 
rait pu  être  soumis  à  des  lois  différentes  de  celles  qui  le 
régissent,  et,  par  conséquent,  ces  lois  ne  peuvent  être  dé- 
couvertes par  l'intelligence  de  l'homme  qui  se  placerait  en 
dehors  de  ce  monde  réel. 

C'est  l'établissement  de  ces  lois  fondamentales  qui  a  dû 
nous  occuper  d'abord. 

4.  Les  forces  sont  de  ces  choses  qui  ne  peuvent  être 
définies;  dire  que  ce  sont  des  causes  de  mouvement,  n'est 
pas  réellement  les  définir,  puisque  ces  causes  n'étant  pas 
connues  d'avance,  ce  ne  serait  que  substituer  un  mot  à  un 
autre.  Mais,  ce  qui  est  essentiel,  c'est  que  leur  égalité  et 
leur  addition  soient  définies  avec  précision;  et  c'est  parla 
que  nous  avons  commencé. 

Quant  à  l'établissement  des  principes  fondamentaux, 
nous  nous  sommes  d'abord  occupé  de  ceux  qui  se  rap- 
portent à  l'équilibre,  parce  qu'ils  sont  plus  simples  et  moins 
nombreux  que  ceux  qui  se  rapportent  au  mouvement;  et 
nous  avons  exposé  complètement  la  science  de  I  «Hjuihbre, 
avant  de  nous  occuper  de  celle  du  niouvonunt,  non  seule- 
ment parce  qiu^  la  première  est  plus  facile,  mais  encore 
parce  qu'elle  est  la  base  de  la  seconde. 

5.  Après  avoir  établi  ;inoc  soin  ces   j)r<inuTs   |irmcipes, 
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nous  avons  commencé  rétudc  de  l'équilibre  par  quelques 
cas  simples  ;  mais  nous  nous  sommes  bientôt  élevé  à  la  for- 
mule générale  qui  renferme  virtuellement  les  conditions 
d'équilibre  de  tous  les  systèmes,  et  d'où  l'on  peut  les  tirer 
dans  chaque  cas  particulier,  par  des  procédés  de  calcul 
réguliers.  Cette  formule  est  l'expression  d'un  principe, 
entrevu  par  les  géomètres  qui  ont  précédé  Lagrange,  mais 
dont  il  a  le  premier  compris  toute  l'importance.  Il  l'a 
admis  d'abord,  il  est  vrai,  sans  démonstration  générale,  et 
un  grand  nombre  des  conséquences  qu'il  en  a  tirées  pou- 
vant être  démonti'ées  directement  en  étaient  une  confirma- 
tion frappante  ;  mais  la  rigueur  scientifique  exigeait  une 
démonstration  préalable  de  ce  célèbre  principe  des  vitesses 
virtuelles;  et  elle  a  été  donnée  d'abord  par  Fourier,  puis 
par  Lagrange  lui-même,  par  Poinsot  et  quelques  autres 
encore. 

On  peut  donc  regarder  maintenant  la  science  de  l'équi- 
libre comme  rigoureusement  établie,  d'après  les  données 
premières  que  nous  avons  admises  comme  résultats  de 
l'observation;  elle  est  donc  ainsi  ce  que  nous  avons  nommé 
une  science  de  raisonnement. 

Il  faut  remarquer  toutefois  que  nous  ne  nous  sommes 
occupé  que  des  systèmes  de  points,  ou  de  corps  solides,  en 
nombre  fini,  liés  entre  eux,  ou  à  des  points  fixés  d'une 
manière  quelconque.  Nous  n'avons  pas  considéré  les  svs- 
lèmes  composés  d'une  infinité  de  points,  tous  mobiles  les 
uns  par  rapport  aux  autres,  et  formant  ce  qu'on  appelle 
des  liquides  ou  des  gaz  :  nous  en  parlerons  plus  tard. 

6.  Après  avoir  constitué  la  science  de  l'équilibre  des 
forces,  nous  sommes  passé  à  l'étude  des  mouvements 
qu'elles  peuvent  produire. 

Et  d'abord,  il  faut  bien  remarquer  que  le  mouvement, 
tel  que  nous  l'avons  défini,  est  toujours  relatif.  Le  mouve- 
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ment  absolu,  généralement  admis  jusqu'ici,  est  une  pure 
chimère  fondée  sur  une  autre  chimère,  celle  d'un  espace 
éternel  et  absolu,  dont  chaque  point  aurait  une  existence 
personnelle,  et  serait  supposé  dans  un  état  d'immobilité. 
Et  comme  il  est  tout  aussi  impossible  de  dire  ce  qu'on  en- 
tend par  l'immobilité  d'un  point  de  cet  espace,  que  par 
celle  d'un  point  matériel  quelconque,  ce  n'est  que  par  un 
cercle  vicieux  que  Ton  arrive  à  croire  que  l'on  a  donné  une 
définition  du  repos  et  du  mouvement. 

D'après  cela,  nous  n'avons  dû  nous  occuper  que  des 
mouvements  relatifs  des  points,  et  tous  les  principes  géné- 
raux que  nous  avons  établis  comme  bases  de  la  science  du 
mouvement,  sont  entendus  d'après  cette  conception. 

7.  La  considération  du  mouvement  en  entraîne  une 
autre,  celle  du  temps.  Nous  avons  encore  eu  à  combattre  à 
ce  sujet  une  conception  aussi  chimérique  que  celle  de  l'es- 
pace, celle  qui  fait  du  temps  un  être  réel,  nécessaire,  in- 
dépendant de  toute  création,  comme  l'espace,  et  sur  lequel 
viennent  s'échelonner  les  époques,  comme  les  points  sur 
une  ligne  indéfinie.  Nous  avons  admis  évidemment  l'idée 
de  succession  comme  résultat  de  notre  expérience,  mais 
nous  n'avons  pas  dit  qu'il  existait  un  être  dans  lequel  s'opé- 
rait cette  succession.  Néanmoins,  pour  la  commodité  du 
langage,  nous  avons  parlé  de  temps  égaux,  ou  dans  un  rap- 
port quelconque,  et  par  conséquent  exprimables  par  des 
nombres,  en  définissant  rigoureusement  ce  que  nous  en- 
Icndions  par  là. 

8.  Il  est  encore  iiric  auln*  nolion  nécessaire  à  intro- 
duire dans  la  science  du  mouvement,  et  qui  no  se  trouve 
pas  dans  celle  de  ré(julllbre  :  c'est  la  nolion  de  la  masse. 
L'expérience  montre  que  la  même  force  ne  produit  pas  le 
même    mouvement    quand    elle   est   applicpiéo   à   des  corps 
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Ibrmés  de  la  même  substance,  ayant  des  volumes  différents, 
et  par  conséquent  renfermant  des  quantités  différentes  de 
matière.  Mais,  comme  on  ne  peut  attacher  aucun  sens  pré- 
cis à  la  comparaison  des  quantités  de  matière  renfermées 
dans  des  corps  d'espèces  différentes,  et  que  notre  objet  n'est 
pas  de  tenir  coniple  de  la  composition  particulière  dos 
corps,  mais  seulement  de  la  manière  dont  ils  sont  mis  en 
mouvement  par  les  forces ,  nous  avons  considéré  comme 
identiques,  sous  ce  rapport,  deux  corps  qui,  soumis  à  l'ac- 
tion d'une  même  force,  prennent  le  même  mouvement.  On 
dit  alors,  non  qu'ils  renferment  la  même  quantité  de  ma- 
tière,  mais  qu'ils  ont  la  même  masse. 

Lorsque  deux  corps  proviennent  de  la  réunion  de  corps 
ayant  des  masses  égales,  on  dit  que  leurs  masses  sont  dans 
le  rapport  des  nombres  respectifs  de  ces  corps  partiels.  De 
là  résulte  l'expression  de  toutes  les  masses  en  nombres,  en 
prenant  pour  terme  de  comparaison  celle  d'un  volume  dé- 
terminé d'une  substance  choisie  arbitrairement. 

Deux  corps  sollicités  par  des  forces  proportionnelles  à 
leurs  masses  prennent  un  même  mouvement,  parce  qu'en 
les  décomposant  en  parties  égales  à  leur  commune  me- 
sure, toutes  ces  masses  égales  sont  sollicitées  par  des  forces 
égales.  Et  réciproquement,  si  le  mouvement  est  le  même, 
les  forces  sont  dans  le  rapport  des  masses.  De  là  résulte  un 
moyen  simple  de  comparer  les  masses.  En  effet,  l'expé- 
rience a  montré  que  tous  les  corps  soumis  à  l'action  seule 
de  la  pesanteur  prennent  des  mouvements  identiques;  leurs 
masses  sont  donc  proportionnelles  aux  forces  qui  les  solli- 
citent, c'est-à-dire  à  leurs  poids;  et  comme  la  comparaison 
des  poids  est  très  facile,  celle  des  masses  le  sera  également, 
ainsi  que  leur  expression  en  nombres. 

9.  Ces  premières  notions  étant  acquises,  nous  avons 
indiqué  comment  on    a  pu  établir  expérimentalement  les 
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principes  fondamentaux  du  mouvement  produit  par  les 
forces. 

Le  premier  consiste  en  ce  que,  dans  un  système  dont 
tous  les  points  ont  des  vitesses  constantes  égales  et  paral- 
lèles, si  un  de  ces  points  vient  à  être  sollicité  par  une 
certaine  force,  son  mouvement,  par  rapport  au  système, 
sera  le  même  que  si  le  mouvement  commun  n'avait  pas 
existé. 

Une  des  premières  conséquences  de  ce  principe  général 
est  qu'une  force  constante,  agissant  d'une  manière  conti- 
nue sur  un  point  matériel  partant  du  repos,  lui  donne  un 
mouvement  uniformément  accéléré;  et  réciproquement. 

10.  Le  second  principe  général  consiste  en  ce  que  deux 
forces  constantes,  appliquées  à  des  masses  égales  pendant 
un  même  temps,  leur  font  acquérir  des  vitesses  proportion- 
nelles à  ces  forces. 

De  là  résulte  le  rapport  des  vitesses  acquises  dans  des 
intervalles  quelconques  de  temps  par  des  corps  dont  les 
masses  sont  dans  un  rapport  quelconque,  et  sont  sollicitées 
par  des  forces  quelconques. 

On  déduit  de  là  la  mesure  des  forces  constantes  au 
moyen  des  vitesses  qu'elles  font  acquérir  à  des  masses 
connues. 

La  mesure  des  forces  constantes  conduit  à  celle  des 
forces  variables  au  moyen  des  considérations  infinitési- 
males. Il  suffit,  en  eflet,  de  remarquer  que,  si  l'on  consi- 
dère la  vitesse  produite  par  une  force  variable  dans  un 
temps  infiniment  petit,  elle  ne  diffère  que  d'une  quantité 
infiniment  petite,  par  rapport  à  elle-même,  de  celle  qui 
aurait  lieu  si  cette  force  conservait  pendant  ce  temps  sa  pre- 
mière valeur;  d'où  il  suit  que  le  rapport  de  celle-ci  à  une 
force  constante  cboisie  arbitrairement  vl  appli(|ué<>  à  l.i 
même  masse  est  la  limite  du  rapport  de  la  Mtosse  produite 
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par  la  première  dans  un  temps  infiniment  petit  à  celle  que 
produirait  la  force  constante.  On  tire  de  là  cette  consé- 
quence, qu'une  force  variable  quelconque,  agissant  dans  le 
sens  du  mouvement  rectiligne  d'un  point,  est  mesurée  par 
le  produit  de  la  masse  de  ce  point  par  la  dérivée  de  sa  vi- 
tesse par  rapport  au  temps,  en  entendant  qu'on  a  pris  pour 
unité  la  force  constante  qui,  dans  l'unité  de  temps,  fait 
acquérir  à  l'unité  de  niasse  une  vitesse  égale  à  l'unité. 

11.  Après  avoir  fait  quelques  applications  de  cette  for- 
mule, nous  sommes  passé  à  l'étude  du  mouvement  curvi- 
ligne d'un  point. 

Galilée,  le  premier,  a  résolu  la  question  du  mouvement 
d'un  point  libre  sollicité  par  une  force  constante  en  gran- 
deur et  en  direction. 

Huyghens  a  donné  sans  démonstration  des  propositions 
importantes  sur  le  mouvement  d'un  point  assujetti  à  rester 
sur  un  cercle  donné. 

Enfin,  Newton,  en  vue  surtout  des  mouvements  plané- 
taires, s'est  occupé  du  mouvement  produit  par  une  force 
dont  la  direction  passe  par  un  point  fixe.  Il  en  a  démontré 
d'abord  une  importante  propriété,  connue  sous  le  nom  de 
principe  des  aires,  et  est  parvenu  ensuite  à  l'expression 
de  la  force  au  moyen  de  certains  éléments  infinitésimaux 
dépendant  de  la  courbe  que  décrit  le  point.  Cette  grande 
découverte  l'a  conduit,  comme  nous  le  montrons  plus 
tard,  à  celle  de  la  gravitation  universelle. 

Mais  il  restait  encore  à  donner  l'expression  générale  de 
la  force  quand  elle  n'est  assujettie  à  aucune  restriction,  et 
nous  avons  montré  comment  on  y  parvient  en  faisant  usage 
du  premier  principe  énoncé  précédemment  et  de  la  théo- 
rie du  mouvement  rectiligne  varié.  On  trouve  ainsi  que 
les  composantes  de  la  force  accélératrice  sont  les  dérivées 
secondes,  par  rapport  au  temps,  des  coordonnées  respec- 
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tives  du  point  considérées  comme  des  fonctions  du  temps. 
Tous  les  problèmes  sur  le  mouvement  d'un  point  libre  de- 
viennent par  là  de  simples  questions  de  calcul  différentiel 
ou  intégral. 

Nous  avons  examiné  le  cas  où  le  point  n'est  pas  entière- 
ment libre,  et  est  assujetti  à  rester  sur  une  courbe  ou  une 
surface  donnée.  Nous  avons  montré  comment  ce  cas  se  ra- 
mène au  premier,  en  introduisant  la  force  inconnue  qui 
peut  représenter  l'action  de  la  surface  ou  de  la  courbe.  Le 
point  peut  alors  être  considéré  comme  libre,  et  les  équa- 
tions relatives  à  ce  cas,  jointes  à  celles  de  la  courbe  ou  de 
la  surface,  déterminent  le  mouvement  du  point  et  les  in- 
connues introduites. 

12.  Après  avoir  ainsi  traité  le  cas  du  mouvement  absolu 
d'un  point,  nous  sommes  passé  à  l'élude  du  mouvement 
relatifs  ces  deux  expressions  étant  entendues  comme  nous 
l'avons  suftisamment  expliqué  en  parlant  du  mouvement  en 
général. 

Le  problème  que  nous  nous  sommes  proposé  est  celui-ci  : 

Etant  donné  le  mouvement  d'un  système  rigide, 
trouver,  par  rapport  à  ce  système ,  le  mouvement  d'un 
point  sollicité  par  une  force  donnée. 

Pour  plus  de  simplicité,  nous  concevons  trois  axes  liés 
invariablement  au  système;  la  position  du  point  par  rap- 
port à  ces  axes  détermine  sa  position  relative  au  système, 
dont  on  pont  alors  faire  abstraction,  en  ne  conservant  qiu* 
ces  axes,  dont  le  mouvement  sera  regardé  comme  donné. 
Nous  supposerons  donc  que  les  trois  coordonnées  de  leur 
origine  et  les  angles  que  leur  direction  font  avec  les  axes 
fixes  sont  des  fonctions  connues  du  temps.  Les  trois  équa- 
tions qui  ont  lieu  entre  les  coordonnées  d'un  point,  par 
rapport  aux  axes  fixes  ci  aux  a\«;s  mobiles,  permet  d'ex- 
primer les  unes,   ainsi   (pi(>   leurs   dérivées,    au   nioven  des 
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autres,  de  leurs  dérivées  et  du  temps.  Et  comme  les  com- 
posantes de  la  force  appliquée  au  point  mobile  sont  don- 
nées, les  dérivées  secondes  de  ses  coordonnées,  par  rapport 
aux  axes  fixes,  sont  données,  et  l'on  aura  alors  trois  équa- 
tions-entre  les  dérivées  secondes  des  coordonnées  par  rap- 
port aux  axes  mobiles,  ces  coordonnées  elles-mêmes  et  le 
temps.  L'intégration  de  ces  équations  fera  donc  connaître 
ces  coordonnées  en  fonction  du  temps,  et  par  suite  le  mou- 
vement relatif.  Les  constantes  introduites  se  détermine- 
ront par  les  valeurs  initiales  de  ces  coordonnées  et  de  leurs 
dérivées,  et  ces  valeurs  se  déduiront  de  celles  des  coordon- 
nées absolues,  lesquelles  sont  connues  par  l'état  initial  du 
point. 

13.  Le  mouvement  du  point,  relativement  aux  axes  mo- 
biles, peut  être  conçu  comme  identique  à  un  mouvement 
absolu  rapporté  à  des  axes  fixes;  il  suffit  de  considérer  à 
chaque  instant  un  point  dont  les  coordonnées  auraient  les 
mêmes  valeurs  par  rapport  à  ceux-ci,  que  le  point  mo- 
bile a  par  rapport  aux  autres  au  même  instant.  Toutes 
les  propriétés  déduites  des  équations  du  mouvement  par 
rapport  à  des  axes  fixes,  pourront  donc  être  appliquées 
au  mouvement  relatif;  et  nous  avons  fait  l'application  de 
cette  remarque  au  principe  des  aires  et  à  celui  des  forces 
vives. 

14.  On  appelle yb/-ce  relative  du  point  celle  qui  produi- 
.rait,  par  rapport  à  des  axes  fixes,  le  mouvement  identique 

à  son  mouvement  relatif.  Sa  valeur  peut  s'exprimer  au 
moyen  de  la  /o/ce  absolue  appliquée  réellement  au  point, 
et  de  certaines  autres  forces  fictives.  Le  principe  général 
sur  lequel  repose  cette  conception  est  dû  à  Newton,  et 
c'est  lui  qui,  le  premier,  a  ramené  la  théorie  du  mouve- 
ment relatif  de  deux  points  mobiles  à  celle  du  mouvement 
dun  point  par  rapport  à  un  point  fixe. 
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15.  Une  des  plus  grandes  questions  de  mouvement  est 
celle  du  système  solaire,  et  nous  ne  pouvions  nous  dispen- 
ser de  nous  en  occuper,  surtout  parce  que  nous  v  avons 
trouvé  l'occasion  de  montrer  comment  une  science  d'ob- 
servation a  pu  devenir  une  science  de  raisonnement. 

Nous  avons  pensé  qu'il  était  bon  d'exposer  la  marche 
par  laquelle  on  a  pu  déduire  de  l'observation  des  astres 
des  faits  généraux  assez  constants  pour  pouvoir  être  re- 
gardés, au  moins  dans  une  première  approximation,  comme 
des  lois  immuables  des  mouvements  de  ces  corps.  Ces  lois, 
découvertes  par  Kepler,  ont  été  le  point  de  départ  de 
Newton.  La  théorie  qu'il  avait  créée,  surtout  pour  l'ap- 
pliquer à  ces  grands  phénomènes,  lui  a  fait  connaître  les 
forces  auxquelles  ils  étaient  dus,  et  ces  forces  étant  dé- 
terminées, toutes  les  lois  du  système  du  monde  en  décou- 
laient. 

C'est  ainsi  que  Newton  a  élevé  au  rang  de  science  de 
raisonnement  l'Astronomie,  qui  n'était  avant  lui  qu'une 
science  d observation. 

16.  Mais  l'Astronomie  étant  ainsi  ramenée  à  n'être 
qu'une  simple  branche  de  la  science  des  forces,  ses  limites 
étaient  celles  de  cette  dernière,  qui  sont  elles-mêmes  celles 
de  la  Science  des  nombres  et  de  l'étendue.  Newton  avait 
ébauché  les  solutions  des  grands  problèmes  de  la  rotation 
des  corps  célestes,  et  des  perturbations  de  leurs  mouve- 
ments; elles  ont  été  bien  avancées  par  ses  successeurs,  mais 
elles  laissent  encore  beaucoup  à  désirer.  11  n'entrait  pas 
dans  notre  objet  de  nous  occuper  de  ces  questions,  où  il 
s'agit  principalement  du  perfectionnement  des  méthode^  dr 
calcul. 

17.   Après   avoir  exposé  la   théorie  du  mouvement   d'un 
point  matériel,   nous  avons   lr;nté   l;i  (pu-siion  générait^  du 
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niouvcmcnt  d  un  système  quelconque  de  points  liés  entre 
eux  d'une  manière  quelconque,  et  sollicités  par  des  forces 
quelconques.  Ce  grand  problème  se  ramène  immédiate- 
ment à  celui  de  l'équilibre  au  moyen  d'un  principe  entrevu 
par  Jacques  BcrnouUi  à  propos  du  pendule  composé,  et 
généralisé  par  d'Alembert,  dont  il  porte  le  nom. 

Cet  équilibre  est  celui  du  système  même  considéré 
comme  sollicité  par  les  forces  qui  lui  sont  appliquées, 
et  par  les  forces  d'inertie  développées  à  chaque  instant 
par  tous  les  points  matériels  qui  le  composent.  Celte  con- 
sidération donne  autant  d'équations  qu'il  y  a  de  quan- 
tités à  déterminer  en  fonction  du  temps.  De  cette  ma- 
nière, le  problème  général  du  mouvement  est  ramené  à  un 
problème  de  calcul,  et  la  science  des  forces  rentre  complè- 
tement dans  les  sciences  de  raisonnement  précédemment 
étudiées. 

18.  Nous  aurions  pu  nous  arrêter  là,  puisque  tous  les 
principes  étaient  établis,  et  que  la  science  était  ramenée 
à  de  simples  questions  de  calcul;  mais  nous  avons  cru 
devoir  présenter  quelques  conséquences  générales  de  la  for- 
mule qui  renferme  virtuellement  toute  la  science  du  mou- 
vement. Nous  avons  démontré  les  théorèmes  sur  le  mouve- 
ment du  centre  de  gravité,  et  sur  les  aires  décrites  dans 
le  cas  d'un  système  libre  quelconque,  sur  les  forces  vives 
et  sur  la  propriété  de  la  moindre  action  dans  des  cas  plus 
restreints.  Enfin,  en  vue  de  l'application  au  système  du 
monde,  nous  nous  sommes  occupe  sommairement  du  mou- 
vement d'un  corps  solide  libre  ou  lié  à  un  axe  fixe  ou  à  un 
point  fixe,  et  du  mouvement  d'un  système  de  points  libres 
soumis  à  leurs  actions  mutuelles. 

Nous  croyons  avoir  accompli  la  tâche  que  nous  nous 
étions  imposée.  Nous  voulions  fonder  la  science  générale 
des   forces   rigoureusement   définies   et   données    par   leur 


462     DU  MOUVEMENT  PRODUIT  PAR  LES  FORCES.  —  RÉSUMÉ. 

point  d'application,  leur  direction  et  leur  intensité.  Nous 
devions  donc  nous  interdire  l'étude  de  l'équilibre  et  du 
mouvement  des  liquides  et  des  gaz,  ainsi  que  des  petits 
mouvements  inférieurs  des  molécules  des  corps  qu'on  ap- 
pelle solides.  Ces  plxénomènes  sont  produits  par  des  forces 
en  nombre  infini  dont  les  intensités  et  même  les  direc- 
tions ne  sont  pas  données,  et  sur  lesquelles  il  faut  faire  des 
hypothèses  si  l'on  veut  les  soumettre  au  calcul.  Peut-être 
nous  en  occuperons-nous  plus  tard,  en  essayant  d'en  indi- 
quer le  véritable  caractère;  mais,  dans  cet  Ouvrage,  doul 
l'objet  était  l'exposition  rigoureuse  diine  science  de  rai- 
sonnement, nous  avons  cru  ne  devoir  admettre  que  des 
données  simples,  et  immédiatement  vérifiables  au  moven 
d'expériences  directes  et  précises. 


FIN    DE    L.V    QUATRn:ME    PARTIE. 
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